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BOLUM |

Demi M-Kompakt Operatorler

Birol ALTIN?

Giris

Demi gosterimi ilk olarak 1966 yilinda Petryshyn'in
"Construction of fixed points of demicompact mappings in Hilbert
space " isimli makalesinde kullanilmistir (Petryshyn, 1966). 2019'
da zayif demi-kompakt lineer operatorler siifinin bazi sonuglarini
incelediler (Krichen & O’Regan, 2019). Daha sonra Dunford Pettis
operatorlerinin  bir genellemesi olan demi Dunford-Pettis
operatdrleri sinifini tanittilar (Benkhaled, Hajji & Jeribi, 2022).

Bu calismada, ilk defa 1979 yilinda P. G. Dodds, H. Fremlin
tarafindan verilen M-kompakt operator sinifinin bir genellistirmesi
olan demi- M kompakt operatorlerin sinifi tanitilmustir.

E bir Banach orgiisii, F bir Banach uzay1 ve T:E — F ye bir
operatdr olsun. Eger her x € E* i¢in T([0,x]) kiimesi, F normlu
uzayinda de goreceli (relatively) kompakt kiime oluyorsa T ye bir

1 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Teknikokullar, Ankara.
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M — kompakt operator denir (Dodds & Fremlin, 1979). E den F
icine biitin M-kompakt operatorlerin kiimesini L, (E, F) ile
gosterilecektir. E ve F iki Banach orgiisii olmak tizere S<T
siralamast S(x) < T(x) all x € E* anlamma gelecektir. Ozdeslik
operatori I ile gosterilecektir. Tanimlanmayan tanim ve notasyonlar
icin (Aliprantis & Burkinshaw,1978)’ ye bagl kalinacaktir.

Temel Sonuclar

Tamm 1. E bir Banach 6rgiisii ve operator T:E — E ye bir stirekli
operator olsun. Eger her x € E* ve [0,x] arahigindaki her
{x,} dizisi i¢in  (x, — T(x,)) dizisinin bir (x,, —T(xnk))
yakinsak alt dizisi oldugunda (x;,) dizisinin bir yakinsak bir
(xnkm) alt dizisi oluyorsa, T ye bir demi M-kompakt operator
denir. E iizerinde tanimli biitlin demi M-kompakt operatorlerin
siifin1 DL, (E) ile gosterecegiz.

Ornek 1 E bir Banach orgiisii olsun. O zaman her a # 1 igin al €
DLy (E) olur.

Her x € E* igin [0,x] araligindaki her {x,} dizisi igin (x, —
T(x,)) dizisinin bir (%n, — al (%, )) yakimsak alt
dizisi olsun. O zaman (x, —al(x,,)) = (1 — a)( xn, )
yakinsak olur. Dolayisiyla (xn k) E de yakinsak olur. Dolayisiyla,
al, demi M-kompakt operator olur.

Ornek 2 k € N olsun. Tj: c = ¢ operatdrii her x = (x;) € c icin
Ty (x) = ¥¥ , x;e; olarak tanimlansin. Burada ¢, R. nin sifira
yakinsak dizilerinin uzayidir ve Ty:c — ¢ operatorii demi M-
kompakt operatordiir. Her bir k € N i¢in S, = I + T}, operatdriinii
tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilir ki her k € N i¢in S, operatorii
demi M-kompakt operator degildir.

Teorem 1 E bir Banach orgiisii olsun. E iizerinde tanimli her M-
kompakt operator bir demi M-kompakt operator olur.



Ispat T, E iizerinde bir M-kompakt operatdr, her bir her x € E*
igin {x,} <€ [0,x]dizisiigin  (x, — T(xy)) dizisinin bir (x,, —
T(xnk)) yakinsak alt dizisi olsun. T:E = E  bir M-kompakt
operatdr oldugundan T (x, km) yakinsak olacak sekilde bir (x, km)

alt dizisi mevcut olur.
Xng = Xng, ~ T (xn km) + T(x, km) oldugundan ve sirasiyla

Xy, ~ T (xn km) ve T(x, km) yakisak oldugundan (x, km)

yakinsak olur bu ise T nin bir demi M-kompakt operator oldugunu
Verir.

Asagidaki 6rnek bu teoremin tersinin genelde dogru olmadigini
verecektir.

Ornek 3 T:C[0,1] - C[0,1]ve T = % I olsun. C[0,1] sira siirekli

norma sahip olmadigindan Sonug 21.13 (Aliprantis & Burkinshaw,
1978), T bir M-kompakt operator degildir.

Teorem 2 E bir Banach orgiisii, T: E — E bir M-kompakt operator
ve S:E — E bir demi M-kompakt operator olsun O zaman T + S
bir demi M-kompakt operator olur.

ispat Her bir her x € E* i¢in {x,} < [0,x] dizisi icin (x, —
(T + S)(x)) dizisinin bir (ng = (T +5)(xny,) ) yakinsak
alt dizisi olsun. T:E — E bir M-kompakt operatoér oldugundan
T (xn km) yakinsak olacak sekilde bir (xn km) alt dizisi mevcut olur.

Dolayisiyla Bu iki dizinin toplami olan,

(xnkm - S(xnkm)) = (xnkm - (T + S)(xnkm)) + T(xnkm) alt
dizisi yakinsak olacagindan (Xn,. — S(xn, )) alt dizisi de
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yakinsak olur. S bir demi M-kompakt operator oldugundan (xn K )

dizisinin bir yakinsak alt dizisi olur. Buise T + S operatdriiniin bir
demi M-kompakt operator oldugunu verir.

Ancak, genelde iki demi M-kompakt operat6riin toplami bir
demi M-kompakt operator olmayabilir.

Ornek 4 T,,T,:C[0,1] - C[0,1], operatdrleri her f € C[0,1]
icin T,(f) =To(f) = % f olarak tammlansin. C[0,1] sira siirekli

norma sahip olmadigindan Sonug 21.13, (Aliprantis & Burkinshaw,
1978), T,+T, = I bir demi M- kompakt operator degildir.

Asagidaki teorem bir Banach orgiisiiniin discrete ve sira siirekli
norma sahip olmasini karakterize edecektir.

Teorem 3 E bir Banach orgiisii olsun. Asagidakiler birbirine denktir

(i) E discrete ve sira siirekli norma sahiptir.

(@0) Link(E, F) = DLy (E)

Proof (i) = (ii) Teorem 1 den L, (E,F) € DL, (E) oldugu
agiktir. DLy, (E) € Ly (E, F)

oldugunu gorelim. T € DL, (E) ve x € E* olsun. Teorem 12.9
(Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve Sonug¢ 21.13 (Aliprantis &
Burkinshaw, 1978) den [0,x] € E kompakttir. T:E — E siirekli
oldugundan T'([0, x]), F de kompakt dolayisiyla goreceli kompakt
olacagindan, T, Ly, (E, F) uzaymin elemani olur.



(ii) = (i) Lyw(E,F) = DL, (E) olsun. %I demi M-kompakt

operator oldugundan hipotezden, %I , Ly (E, F) uzayina ait olur

Buise . Teorem 12.9 (Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve Sonug
21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 1978) den E nin discrete ve sira
stirekli norma sahip oldugunu verir.

Sonug¢ 21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 1978) ve yukaridaki
onerme birlikte gézoniine alinirsa asagidaki sonug kolaylikla elde
edilir.

Teorem 4 E bir Banach orgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) T:E - E her operator demi M-kompakt operatordiir.
(ii) I E - E bir demi M-kompakt operatordiir.

(iii) E discrete ve sira siirekli norma sahiptir.

Dikkat edilmelidir ki T bir demi M-kompakt operator ve 0 <
S < T oldugunda S bir demi M-kompakt operatdr olmayabilir.

Ornek 6 T ve S €[0,1] iizerinde tammli S =1 and T = 2 olacak
sekilde iki operator olsunlar. 0 < S <TveT, DL, (E) smifina
ait olur. Fakat S, DL, (E) sinifina ait degildir.
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BOLUM 11

Homotopi 2-tip Yapilarin Bazi Kategoriksel
Ozellikleri

Elis SOYLU YILMAZ!

Giris

Homotopi 2-tipi, bir uzayin 6zelliklerini sadece 2. homotopi
grubu 1, kadar diisiindiigiimiiz bir bakis acisidir. Bu bakis agisi,
uzaym temel Ozelliklerini, 0, 1 ve 2. boyutta olan homotopi
gruplarina dayali olarak degerlendirmemizi saglar. Bu kapsamda,
uzayin topolojik yapisini anlamak i¢in 0, 1 ve 2 boyutlardaki
degismezlere odaklanan doniisiimleri inceleriz. Bu doniistimler,
uzayi 2-esdegerlikleri olarak adlandirilir ve uzayin temel topolojik
ozelliklerini belirleyen 6nemli unsurlari igerir. Stirekli bir f: X - Y
dontistimii, her bir baz noktasinda m; icin i = 0,1,2 iizerinde
izomorfizmalar1 meydana getiriyorsa, bu doniisiim bir homotopi 2-
esdegerlik olarak adlandirilir. iki uzay ayni homotopi 2-tipini

! Koray Yilmaz, Dr.Ogretim Uyesi, Kiitahya Dumlupmar Universitesi, Matematik
Boliimii
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sahipse, bu uzaylar arasinda bir zigzag zinciri homotopi 2-
esdegerlikleri ile baglantili olur. Yani, bu uzaylar arasindaki
topolojik benzerlik, bir dizi homotopi 2-esdegerligi araciligiyla
saglanan bir baglant1 agiyla ifade edilir. Bu zincir, her adimda 0, 1
ve 2. homotopi gruplarinda izomorfizmalari igerir, bu da uzaylarin
belirli topolojik 6zelliklerinin birbirine doéniistiiriilebilir oldugunu
gosterir.

Gruplarin capraz modiilleri kavrami, Whitehead'in 1941
yilinda ortaya koydugu ve daha sonra 1949'da genislettigi temel bir
tanimdir; hem homotopi teoride hem de homoloji teoride 6nemli bir
yer tutar. Caprzlanmig modiiller, homotopi teorisi ve homolojik cebir
baglaminda temel cebirsel yapilar ve iligkileri yakalamak i¢in giiclii
bir ara¢ sunar, daha yiiksek boyutlu cebirsel nesneleri anlama ve
analiz etme konusunda etkili bir aractir. n-kategorik bakis acisindan
bakildiginda bir ¢aprazlanmis modiil:

e Normal bir alt grubun i¢ine doniisiimii,

e Modiillerini 6zel bir ¢carpimu,

e Grup tizerinde otomorfizmalarin bir etkisi,

o Dereceleri 1 ve 2' i¢in bir ¢caprazlanmig kompleks,

e Uzunlugu 2 olan degismeli olmayan bir zincir kompleksi,
o Belirli simplicial gruplarin Moore kompleksi,

olarak ele alinabilir.

Tanim: Gruplarin ¢aprazlanmis modiilii asagidaki verilenlerden
olusur:

o Iki grup, G, ve Gy,
e G,'den G4'e bir grup homomorfizmas:
0: G2 4 Gl

e (4 den G,'nin otomorfizm grubuna bir grup
homomorfizmasi:

~11--



a:G, - Aut( Gy)
e Bu homomorfizmalari, esdeger olarak, bir fonksiyon olarak
diistinebilecegimiz bir fonksiyon
a:G,1 X G, — G,
Bu unsurlar, G,-etki 6zelligini saglayan ve her g1 € Gy igin G,'nin

bir grup otomorfizmi olan bir fonksiyon, a, olmalidir. Ayrica,
asagidaki diyagramlarin degismeli olmas1 gerekir.

o x Id
GQXGQ >G1><G2
Ad «
G2
ve
o
G1><G2 >GIZ
Id x ¢ é
Gi x G e
1 1 Ad 1

—-12--



Burada Ad doniistimii bir grubun kendi tizerine olan eslenik
etkisidir.

Eger g, € G, ile g,€ G, lizerine etki etmenin sonucunu
914, olarak yazarsak, o zaman ikinci diyagram asagidaki
denkleme cevrilebilir:

§(7'g2) = 916(g2)9:7"
Bagka bir deyisle, &, G4 etkisi igin esdegerdir.
[k diyagram icin G, ,grubunun iki farkli sekilde etkisi s6z
konusudur, (i) bilinen eslenik etki ile,

%g9'2 = 929'29:""

ve (ii) dnce g, elamanini G, igine tasiyarak ve ardindan bu
grubun G, iizerindeki etkisini kullanarak. {1k diyagram, bu iki
eylemin ortlistiigiinii ifade eder. Denklemle ifade edildiginde:

6(g92) .1 ' —
@g', = 929'29,7"

Bu denklem, literatiirde "Peiffer kurali" olarak bilinir.

Tamm: §: G, - Gy ve §': H, > H, birer ¢caprazlanmis modiile

olmak tizere,

fl:Gl - H1

fz: Gz b Hz

grup homomorfizmleri olsun. Eger her r € R ve her ¢, ¢' € C i¢in

£(%g2) =" £,(g2)

sart1 saglantyor ve

13-



Go r G

Ja f1

H » H
2 5 1

diyagrami degismeli oluyorsa
(f2, f1): (G2, G1, 8) > (Hz, Hy, 8")

morfizmine ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir. Boylece XMOD

ile gosterecegimiz ¢aprazlanmis modiiller kategorisini elde ederiz.

Gerigekme obje, es-esitleyici, c¢ekirdek ikili, tamlik gibi
literatlirdeki temel kategori teori kitaplarinda (Maclane, 2013)
bulunan tanimlar1 verelim. Caprazlanmis modiiller igin kategoriksel
ozellikler cebirler {iizerinde (Shammu,1993) doktora tezinde
incelenmigtir. Gruplar {izerinde daha yiiksek boyutlarda 2-
caprazlanmis modiiller i¢in tamhik (Yilmaz, 2017), ve cebirler
iizerinde caprazlanmis kareler i¢in fibrasyon (Yilmaz, 2018)
calismalarinda gosterilmistir.

Tanm 1.3.1. C kategorisinde f:A —» B ve g: A — B morfizmleri
verilsin. Asagidaki ozellikleri saglayan (C,h) ikilisine (f,g)
ikilisinin es-esitleyicisi denir.

I. Herhangi bir h: B = C morfizmi igin,

-14--



N
oy
Q

diyagrami i¢in hf = fg esitligi vardir.

ii. kf = kg olacak sekilde bir k: B — €’ morfizmi igin,

/ R h
A - B » C
g e
'
k |
o

diyagrami degismeli olacak sekilde yani uh = k olacak
sekilde bir tek u: C = C' morfizmi vardir.

Tammm: C bir kategori olmak iizere f:X->Y ve g:Z->Y

morfizmleri i¢in

--15--



Yyl

D2 f

Z

I-<

g

diyagrami degismeli olsun. P’ herhangi bir obje olmak tizere

/

"

Pr

~+

X

<
N
<
h)

diyagrami degismeli olsun. Bu durumda
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diyagramini degismeli yapan &: P’ — P morfizmi tek ise (p1,p2)
ikilisine f ile g morfizmlerinin geri ¢cekmesi denir. P objesine geri

cekme objesi denir.
Ozel olarak g = f alinirsa

P - s X

P2 !

~-17--



(p1, p2) ikilisine f morfizminin ¢ekirdek ikilisi denir.

Geri ¢ekme objeye sahip olan kategorilerde (Shammu, 1993)
ve (Yilmaz ve Ulualan, 2019) da kullanilan yontemler ile kategori

tizerine topoloji kurmak miimkiindiir.

Tamm : C bir kategori ve (D, d4,d,) bu kategoride bir X objesi
tizerindeki denklik bagintist olmak tizere (d4, d;) ikilisinin es-

esitleyicisi, g, mevcut olsun Yani

d; .
_—
D X ——+ A
dy )
) ¥
q :
B
q0d1=q°d2

icin A objesinden kalkan bir ¢" morfizmi i¢in
q' od, = q' od,

oldugunda f o g = q' olacak sekilde f: A — B morfizmi tek olsun.
Ayrica

--18--



d

D r X

da q

X » A
q

diyagrami geri ¢ekme oluyorsa, yani (d4,d;) ikilisi g
morfizminin ¢ekirdek ikilisi ise A objesi lizerindeki (D, d4,d>)
denklik bagintisina etkili bagint1 denir.

Tamm : Eger C kategorisi i¢in

1) Her morfizmin c¢ekirdek ikilisi vardir ve bu
cekirdek ikili es-esitleyiciye sahiptir.

2) Her denklik bagintis1 etkili bagintidir.
sartlar1 saglaniyorsa C kategorisine tam kategori denir.

Caprazlanmis modiiller i¢in kategoriksel ozellikleri
iizerine gruplar iizerinde (Wagemann, 2021), (Brown, 1984),
cebirler iizerinde (Ellis, 1988), grupoidler ilizerinde (Brown,1987)
cesitli calismalar bulunmaktadir. Lie cebirleri iizerinde(igde ve
Yilmaz, 2023), (Ellis, 1991) ve homotopi yiiksek tiplerde de (Mutlu
ve Porter, 1988),(Yi1lmaz, 2023) ¢alismalar1 yapilmistir. Homotopi
2-tip ve daha yiiksek boyutlarda kategorik 6zelliklerin incelendigi
¢ok az rastlanilmaktadir. Homotopi 2-tip yapilarda bulunan
kategoriksel ozelliklerin incelenerek iist boyutlarda bu ve benzeri
ozelliklerin korunmasi veya nasil degistiginin arastirilmasi
onemlidir.

--19--
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BOLUM II1I

a-Kenmotsu Manifoldlar Uzerinde Ricci Solitonlar

Hakan OZTURK!
Emine BEKTAS?

Giris

Hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir sinifi olan,
Kenmotsu manifoldlar ilk olarak Kenmotsu tarafindan tanitilmistir
(Kenmotsu, 1972). Kenmotsu manifoldlar1  Levi-Civita
konneksiyonlari aracilifiyla karakterize edilebilir. Kenmotsu, tensor
denklemleri ile karakterize edilen, katli ¢carpimla yakindan ilisgkili bir
yapidan ibarettir. Yani, her X,Y € y(M) icin, asagidaki
denklemlerle verilebilir:

Vx§ =X —n(X)¢, 1)
(Txp)Y = g(¢X,Y)§ —n(Y)PX.

1 Dog. Dr, Afyon Kocatepe Universitesi Afyon Meslek Yiiksekokulu,
hakser23@gmail.com
2'Y. Lisans Ogr., Afyon Kocatepe Univ., Fen Bil. Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal,
eminebektasmt@gmail.com
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(1) denklemleriyle ifade edilen (¢,¢&,17,9) -yapist normaldir.
Kenmotsu yapilar i¢in Killing vektor alan1 mevcut olmadigindan
Kenmotsu yapilar Sasakian yapida degildirler. Ayn1 zamanda, bu
kosullar1 saglayan Kenmotsu manifoldlar1 kompakt bir yapiya sahip
degildir. Pek ¢ok farkli yazar Kenmotsu ve hemen hemen Kenmotsu
manifoldlarii ¢alismiglardir (De & Pathak, 2004), (Kim & Pak,
2005), (Jun & ark., 2005), (Oztiirk 2022, Oztiirk & ark., 2017-2021).

Riemann geometrisinde ilgi ¢ekici konulardan biri de Einstein
manifoldlaridir. Bir Riemann manifoldunda, eger Ricci tensorii
metrik ile orantili ise yani, S = tg olacak sekilde bir ¢t fonksiyonu
varsa, o zaman Riemann manifoldu Einstein manifoldu olarak
adlandirilir. Bu manifoldlar, uzay-zamanda bir kiitle tarafindan
iiretilen yergekimi etkilerini agiklamaya g¢alisan Einstein'in alan
denklemleriyle ¢ok baglantilidir (Besse, 1987). Poincar¢, 20.
yiizyilin baglarinda her basit baglantili, kapali 3-boyutlu manifoldun
S kiiresine homeomorfik oldugunu iddia etmistir. Yani, bu iddia ;
3-kiirenin her bir ilmeginin siirekli olarak bir noktaya kiigiilebildigi
tek 3-boyutlu uzay oldugunu ifade etmektedir. Bu varsayim Poincaré
hipotezi olarak adlandirilmistir. Onceleri ispati kolay olarak
diistiniilse de ancak bir sonraki yiizyilda ispatlanmistir. Poincaré'i
takiben  Thurston, kompakt 3-boyutlu manifoldlarin tam
siniflandirilmasiyla ilgili olan geometrizasyon varsayimini ortaya
atmistir. Dolayistyla, artik Poincaré varsayimina da en azindan bir
cevap verilebilmis oldu.

Poincaré hipotezini ispatlamak igin en biiyiikk adimi Hamilton
yaptl. Hamilton meshur makalesinde Ricci akiginini literature
kazandirarak biliylikk bir is basardi (Hamilton, 1982). Bu
calismasindan sonra yazar yiizeyler tizerinde Ricci akisi incelemistir
(Hamilton, 1988). Ancak Ricci akist tekillikler olusturma
egiliminden uzak degildi. Bu durum akisin durmasina sebep
oluyordu. Daha sonra Perelman, yeni bir yoOntemle akisi
tekilliklerden kurtardi (Perelman, 2002). Sonug¢ olarak, Poincaré
hipotezi de ¢6ziilmiis oldu.
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Iste bu bilgiler 15131nda, yeni bir yap1 olarak adlandirilan Ricci
solitonlar, siire¢ boyunca Ricci akisindan ortaya ¢ikmistir. Ricci
solitonlar, Ricci akisinda tekilliklerin olusumunu gdsterir ve 6z
benzer ¢oziimler olarak karsimiza ¢ikar. Literatiire baktigimizda
Ricci solitonlarina 6rnek bulmak i¢in Einstein benzeri yapiya sahip
Riemann manifoldlarinin arastirildigini goriiriiz. Ricci solitonlar
ozellikle fizikte dnemli bir yere sahiptir. Genellikle quasi Einstein
seklinde ifade edilirler.

Bu ¢alismada, baz1 simetrik tensor ve egrilik tensor 6zellikleri
yardimiyla a -Kenmotsu manifoldlar iizerinde Ricci solitonlar
incelenmistir. Bu c¢alismanin son boliimiinde, a -Kenmotsu
manifoldlar {izerinde agiklayici bir 6rnek verilmistir.

Temel Kavramlar
M bir (2n + 1)-boyutlu tiirevlenebilir bir manifold olsun. Her
X,Y € (M) igin,
P?X = —X +n(X)§ () =1, ¢(§) =0,
ne¢ =0 )
sartlarini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alan1 € ve

n, 1-formuna sahipse M manifolduna bir hemen hemen degme
manifold denir (Blair, 1976).

Eger bir hemen hemen degme manifoldu
9(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥)
©)

olacak sekilde bir g ile donatilmis ise bu durumda (M, ¢, &, 1, g) bir
hemen hemen degme metrik manifold olarak adlandirilir. O halde,
(3) denklemi

9(@X,Y) = —g(X, ¢Y)
(4) yardimiyla

W(X) =9, )
®)
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ile verilebilir. Bir hemen hemen degme metrik yapi igin g(¢,&) = 1
oldugu asikardir.

Bir hemen hemen degme degme metrik manifoldun temel 2-
formu

DX, Y) = g(X,¢Y) (6)
seklinde tanimlidir. R Riemann egrilik tensorii
R(X,Y) = [VX; VY] - V[X,Y] (7

seklinde tanimhdir. Ayrica, Q Ricci operatérii Ricci tensori
yardimiyla
SX,Y) =g(QX,Y) (8)

ile tanimlidir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen pseudo metrik
(M, ¢,&,1m,g) manifoldunun 1 <i <n i¢in her zaman bir 6zel
lokal ortonormal {E;, ¢pE;, £} tabani vardir. Bu tabana bir lokal ¢-
tabani ad1 verilir (O’neil, 1983).

(2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold
(¢, &,m) -yapis1 ile verilsin. Eger manifoldu M X R seklinde
diistiniirsek, her vektor alani X icin, (X, f %) yardimiyla M X R

uzerinde bir vektor alani belirtebiliriz. Burada t, R 1izerindeki
koordinat ve f, M X R iizerinde bir tiirevlenebilir fonksiyondur.
Boylece M X R iizerinde | hemen hemen kompleks yapisi

J(X.F5) = (@X = fEn(0 ) (9)

seklinde tanimlanabilir. Eger J integrallenebilir ise hemen hemen
degme metrik (¢, &, n)-yapisinin normal oldugu agiktir. | kompleks
yapisinin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

[¢, 91X, Y) + 2dn(X,Y)§ =0 (10)

denkleminin saglanmasidir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen
Kenmotsu manifoldu

dn =0, dd =2(n A D) (12)
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sartlarini saglayan bir hemen hemen degme metrik manifolddur. Bir
normal hemen hemen Kenmotsu manifoldun bir Kenmotsu manifold
oldugunu hatirlayalim. (M, ¢,¢&,n,g) bir hemen hemen degme
metrik manifold olsun. a € R ve a # 0 olmak tizere,

dn =0, d® =2a(nAd) (12)

sartlari saglaniyorsa, M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifold denir (Kim & Pak, 2005). Ozel olarak, @ = 1 igin, M bir
hemen hemen Kenmotsu manifoldudur (Kenmotsu, 1972). Normal
hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu da a-Kenmotsu manifold
olarak adlandirilir.

Onerme 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifoldu olmak tizere, V X, Y € y(M) igin,

~¢(Vox )Y + (Txp)Y = —2an(Y)$X + (g(adX + hX,Y)E) (13)
onermesi gegerlidir (Oztiirk, 2021).

Onerme 2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifold olmak {izere, V X,Y € y(M) i¢in, M nin bir a-Kenmotsu
manifoldu olmasi i¢in agagida verilen 6nermenin saglamasi gerek ve
yeterdir:

(xd)Y = alg(¢X,Y)E —n(Y)PX] (14)
(Oztiirk, 2020).

Onerme 3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifold olsun. Bu durumda, asagidaki esitlikler gegerlidir:

Vyé = —ap?X + hopX (15)
(Vxm)Y = alg(X,Y) —n(XOn(Y)] + g(hX, ¢Y) (16)
(Oztiirk, 2021).

Egrilik Ozellikleri
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Bu boliimde, a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde temel egrilik
Ozellikleri incelenmistir. Bu 6zellikleri temel sonuglar boliimiinde
kullanacagiz.

Onerme 4. M, (2n + 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu manifold
olmak tizere, V X,Y € y(M) igin,

Vx§ = aX —an(X)§ (17)
(Vxm)Y = alg(X,Y) —n(X)n(¥)] (18)
R(X,Y)§ = —a*n(¥)X —n(X)Y] (19)
R(X, Y = a*[g(¥,X)§ —n(¥)X] (20)
R(X,§)§ = a®¢p*X (21)
n(RX,Y)Z) =’ [-n(X)g(Y,Z) + n(V)g (X, 2)] (22)
S(X, &) = —2a*nn(X) (23)
Q¢ = —2a°né (24)

S(pX,9Y) = a?S(X,Y) + 2a’n[—g(X,Y) + n(X)n(Y)] (25)

esitlikleri gegerlidir. Burada a sabit reel sayidir (Oztiirk & ark.,
2017).

Onerme 5. M, (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold
olmak tizere, V X,Y € y(M) igin,

divn = —2na, divé = 2an, K(§,Y) = a? (26)

Burada {eq, -, en, peq, -+, pe,, &}, M tlizerinde bir lokal ¢-tabam
olarak alinmustir (Oztiirk, 2021).

Tamm 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold olmak
izere, V X,Y € y(M) i¢in,

SX,Y) = g X, Y) + un(X)n(Y) (27)
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kosulu saglaniyorsa, M ye bir n-Einstein manifoldu denir, burada p:
ve p2, M iizerindeki keyfi fonksiyonlardir. Ozel olarak, u =0
alindiginda M bir Einstein manifoldu olur (Blair, 1976).

Onerme 6. M, (2n + 1)-boyutlu bir n-Einstein a -Kenmotsu
manifold olmak iizere, V X,Y € y(M) i¢in,

U+ Uz = —2na2 (28)
_ r+2na’
1= -1 (30)

_ [2n(a?+r)+r
Ha = [ (2n+1)-1 ]

(31)
esitlikleri saglanir. Burada r, M nin skalar egriligidir.
Ispat. (23) ve (27) esitlikleri Y = ¢ icin birlikte ele alinirsa,
SX,§) = pn(X) + p2n(X) =—2a*nn(X)
denklemi geregince

Hi+ pp = —2a’n

bulunur. Bu son esitlik yardimiyla (28) esitligine ulasilir. Bundan
baska, (27) esitliginde E; = {eq, -+, e,, peq, -+, pey, £}, M lizerinde
bir lokal ¢ -tabam i¢in, X = Y = E; alimir ve i indeksi iizerinden
kontraksiyon yapilirsa

r=uCn+1)+pu;
esitligi yardimiyla (29) elde edilir.
Bunlara ilaveten, (28) ve (29) esitlikleri yardimiyla
pur— Cn+ Dyp, = —2na? —r
ve
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—12((2n+1)) = 2na? +r + 2nr

yazilir. Yukandaki esitlikler sirasiyla diizenlenirse, (30) ve (31)
esitliklerinin ispatlar1 agiktir.

Ricci Solitonlar

Bu boélimde, a-Kenmotsu manifoldlar1 iizerinde Ricci soliton
kavramini inceleyecegiz.

Tamm 2. (M, go) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun.
Asagida verilen kismi tiirevli diferensiyel denkleme g metrik
tensoriinii degistiren Ricci akist adi verilir:

d/0s(g(s)) +25(g(s)) =0, (32)
9(0) = go
(Hamilton, 1982).

Tamm 3. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Eger
M iizerinde keyfi vektor alanlar1 X,Y ve V i¢in, A gercel bir skaler
olmak tizere,

(Lyg)(X,Y) + 25X, ¥) + 24g(X,Y) = 0 (33)

denklemi saglaniyorsa, (M, g) ye Ricci soliton denir. Burada V
vektor alan1 da Ricci solitonun potansiyel vektor alani ve Ly, g de V
yoniindeki g metriginin Lie tiirevidir. Bu durumda, Ricci soliton
(M, g,V, ) ile sembolize edilir. (M, g,V, A) Ricci solitonuna A nin
A<0,1=0 ve A>0 durumlart igin, sirasiyla, daralan,
degismeyen ve genisleyen Ricci soliton ad1 verilir (Hamilton, 1988).

Tamm 4. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. L g,
V yoniindeki g metriginin Lie tiirevi olmak {izere,

(Lyg)(X,Y) = g(VxV,Y) + g(X, V) (34)
dir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 5. (M, 9,&,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir a -Kenmotsu
manifold olsun. Eger M iizerinde (g, V, A1) Ricci solitonu mevcutsa,
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(M, g,V,1) ya Ricci solitonlu a -Kenmotsu manifold denir
(Hamilton, 1988, Kenmotsu, 1972).

Onerme 6. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-
Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektdr alani
¢ karakteristik vektor alani olarak secilirse yani, M {iizerinde
(g,¢, 4) Ricci solitonu i¢in, Ricci egrilik tensor alani

SX,Y)=—(a+D)gX,Y) +anX)n(¥) (35)
denklemini saglar.

Ispat. Hipoteze gore (M, g,V, ) Ricci solitonlu a-Kenmotsu
manifold olmak iizere, (34) denkleminde V = ¢ alinirsa

(Leg)(X,Y) = g(Vké,Y) + g(Vy$, X) (36)
bulunur. (36) esitligi (33) esitliginde yerine yazilirsa

g&EY)+ g€, X))+ 25X, Y) +21g(X,Y) =0 (37)
elde edilir. Ayrica, (17) ve (37) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa

2S(X,Y) +2Ag(X,Y) — a[g(¢*X,Y) + g(¢*Y,X)] = 0 (38)
yazilir. (2) esitligi yardimiyla (38) esitligi diizenlenirse
S, Y) +Ag(X,Y) + a[g(X,Y) —n(X)n(¥)] =0 (39)

denklemine ulasilir. Boylece (39) esitligi g6z oniine alindiginda (35)
esitliginin ispat1 tamamlanmis olur.

Onerme 7. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-
Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektdr alani
¢ karakteristik vektor alani olarak secilirse yani, M {iizerinde
(g,&, 1) Ricci solitonu i¢in, asagidaki onermeler gegerlidir:

SX,8) = —mn(X) (40)
QX =nX)¢ - A+ DX (41)
Q¢ =—-A, (42)
S8 =-2 (43)

--30--



r=a-2n+1)(a+2). (44)

Ispat. (35) esitliginde Y = & alinirsa

S(X,8) = —(a+D)gX, &) +an(X)n($) (45)
yazilir. Yani, (45) esitliginden
S, §) = —(a+HYn(X) + an(X)

= —an(X) + an(X) — n(X)
elde edilir. Bu da (40) esitliginin dogrulugunu gosterir.
(8) esitliginde verilen Ricci operatorii ile (35) esitligi kullanilarak
SX,Y)=9QX,Y)=—(a+)gX,Y) +anX)n(¥) (46)
bulunur. (46) esitliginde Ricci operatorii gekilirse (41) esitligine
ulagilir.
(42) ve (43) esitliklerinin ispat1 (41) esitliginin kullanilmasiyla
aciktir. Son olarak, (35) esitliginde 1 <i<2n+1licin, X =Y =
E; ye gore kontraksiyon uygulanirsa ispat asikardir.
Temel Sonuclar

Bu boliimde, bazi simetrik tensoér alanlar1 yardimiyla « -
Kenmotsu manifoldlar1 {izerinde Ricci solitonlarla ilgili sonuglar
verilmistir.

Teorem 1. (M, ,¢,1n,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger M iizerinde ikinci mertebeden simetrik bir
paralel kovaryant tensor alan1 mevcutsa, o zaman bu tensor alani ile
metrik tensor lineer bagimlidir.

Ispat. Hipotez geregince (0,2)-tipli bir tensér alan1 h olsun. Bu
tensor alan1 Levi-Civita anlaminda paralel ise

Vh=0 (47)

dir. Bu durumda,

-31--



V2h(U,V;Z,Y) — V*h(U,V;Y,Z) = 0 (48)

yazilir. (48) esitligi goz oniline alinarak

h(Z,R(U,V)Y)+ h(R(U,V)Z,Y) =0 (49)
elde edilir. (49) esitliginde Y = Z yerine ¢ alinirsa,
—a*[n(V)h(U,§) —n(U)hV,§)] =0 (50)
bulunur. Burada a # 0 olup, (50) esitliginde U = ¢ segilirse
—a*[n(V)h(,§) —h(V,§)] =0 (51)
olur. (51) esitliginin diizenlenmesiyle
h(V,§) = h(,$mV) (52)

dir. (52) esitliginin her iki tarafinin U vektor alanina gore kovaryant
tiirevi alinirsa

h(VyV, &) + h(V,Vy&) + (Wyh)(V,$) (53)
=n(VyV)h(E,$) +n(V)(Vyh)(§,$) + 2n(V)h(VyS, )
+ Wym(V)R(E,$)
yazilir.

(47) ve (52) esitliklerinin kullanilmasiyla (53) esitligi

h(U,V) = h(s,$)g WU, V)

haline indirgenir. Bu son esitlikte h(&, &) degerinin sabit oldugu (52)
esitliginden dolayi asikardir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2. (M, 9,&,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir @ -Kenmotsu
manifold olsun. Eger M iizerinde keyfi vektor alanlarn igin,
(Lyg)(X,Y) +2S5(X,Y) tensor alam1 paralel ise o zaman
(M, g,V, A) bir Ricci solitonlu a-Kenmotsu manifoldu olur. Burada
A reel sabit olmak iizere, h(¢,&) = —2A dir.

Ispat. M iizerinde bir Ricci soliton (33) denklemiyle tanimlidir.
Teorem 1 yardimiyla bir a -Kenmotsu manifoldu iizerinde bir
simetrik paralel (0,2)-tipli metrik tensor alaninin g metrik tensoriiyle
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lineer bagimli oldugunu biliyoruz. Hipotezden dolay1 (Lyg + 25)
paralel olacagindan

(Lvg)(Y,Z) +25(Y,Z2) = h($§,$)g(Y,Z) =0 (54)

yazilabilir. Burada h(¢, ) sifirdan farkli bir sabittir. Bu nedenle,
(54) esitliginde (1/2)h(¢, &) = —A alinarak (33) esitligine ulasilir.
Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3. (M, ,¢,1n,g9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger M {izerinde g metrigi V = & i¢in bir Ricci
solitona sahipse, o zaman M bir n -Einstein a -Kenmotsu
manifoldudur.

Ispat. (M, g, &, 1) Ricei solitonlu a -Kenmotsu manifold
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

(L)X, Y) = g(Vx$,Y) + g(Vy$, X)
olmak iizere, Onerme 6 goz 6niine alinirsa,
SX,Y)=-Ag(X,Y) —a[g(X,Y) =n(X)n(¥)] =0
yazilir. Ayrica, (28) esitliginden
pi=—A+a), u,=a

secilirse (M, g, &, 4) Ricci solitonlu a-Kenmotsu manifoldu bir n-
Einstein yapiya sahip olacaktir. Boylece ispat sona erer.

Teorem 4. (M, ,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. O halde, n > 1 olmak iizere, M {izerindeki (g, &, 1)
Ricci solitonu degismeyen ve genisleyen durumda olamaz, daima
daralan durumdadir.

Ispat. Bir V vektor alam ya V L& ya da V € Sp{&}
onermelerini saglayacaktir. Burada birinci durum uygulamada
kompleks analiz tarafindan kullanilmaktadir. Yani, iizerinde
bulundugumuz yap1 geregi V = & 6nermesini dikkate almaliyiz. O
halde, V = ¢ igin,
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(Leg)(5,§) =0 (55)

ve

h($,8) = —22 (56)
olup, burada

h($,8) = (Leg) (€, 8) +25(8,8) (57)
dir. (43) ve (55) esitlikleri hesaba katilirsa, (57) esitligi

h(¢, &) = 4na® (58)

formuna indirgenir. (56)-(58) esitlikleri yardimiyla
A= —2na? (59)

elde edilir. Burada a # 0,n > 1 ve a® > 0 oldugundan A asla sifir
veya negatif olamaz. Fakat daima A < 0 olur. Dolayisiyla M
tizerinde (g, &, 4) Ricci solitonu daralandir. Boylece ispat
tamamlanir.

Teorem 5. (M, ,¢,1n,g9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger n > 1 i¢in, M bir n-Einstein yapiya sahipse, o
zaman degisen skalar egrilikle verilen (g, £, 1) Ricci solitonu daima
genisleyen durumdadir.

Ispat. M nin bir a-Kenmotsu manifold oldugunu varsayalim.
(27), (30) ve (31) esitlikleri yardimiyla p4, t,: M — R fonksiyonlari
mevcuttur. Bu durumda, M nin bir n -Einstein a -Kenmotsu
manifoldu oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi, M iizerinde Ricci soliton yapisinin bir skalar egrilige
sahip oldugunu gosterelim. M {izerinde bir simetrik paralel
kovaryant tensor alan1 h(X,Y) olmak tizere, V = ¢ igin,

R(X,Y) = (Leg) (X, Y) + 2S(X,Y) (60)
ile verilebilir. (27), (30) ve (31) esitliklerinin kullanilmasiyla (60)
esitligi
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h(X,Y) = 2[(r/(2n)) + a(a + 1)]g(X,Y) (61)
—2[(r/(Zn)) + a(1 + Zn + Da)|n(X)n(¥)

formunu alir. (61) esitliginin her iki tarafinin W vektor alanina gore
kovaryant tiirevi almir, W = & ve X,Y € {Sp}* olarak secilirse,
Vh = 0 olmak tizere,

Vg'r + 21175((12 + a') =0 (62)

elde edilir. (62) esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore integrali
alinirsa,

r==-2n(a®*+a)+d (63)

sonucuna ulagilir. Burada d bir integral sabitidir. Dolayisiyla
M iizerinde skalar egrilige sahip Ricci solitonlar mevcuttur. Son
olarak, (g,&é,4) Ricci solitonunu inceleyelim. (33) esitligi
yardimiyla

h(X,Y)+24g(X,Y) =0 (64)
yazilir. Bu son esitlikte X ve Y yerine ¢ alirsak,
h(,&)+21=0 (65)
dir. Ayrica, (61) esitliginde de X = Y = £ segilirse
h(¢,&) +4na® =0 (66)
bulunur. (65) ve (66) esitlikleri birlikte diistiniiliirse
A = 2na® (67)

elde edilir. Burada hipotezlerimiz uyarinca (67) esitliginden A daima
pozitif olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 6. (M, @, &,n,g9), 3-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold
olsun. Eger M bir n-Einstein yapiya sahipse, M lizerinde degisen
skalar egrilikle verilen (g, ¢&,4) Ricci solitonu daima genisleyen
durumdadir.
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Ispat. M nin 3-boyutlu bir a -Kenmotsu manifold oldugunu
kabul edelim. O halde,

RX,V)Z = —g(X,2)QY + g(Y,Z)QX + S(Y,2)X — S(X, 2)Y
+(r/)[9X, 2)Y — g(¥,Z)X] (68)

(De ve Pathak 2004). (68) esitliginde Z yerine ¢ alinir ve gerekli
diizenlemler yapilirsa

n(N)QX —n(X)QY + (2a® + (r/2)[n(X)Y —n(V)X] =
a*[n(X)Y —n(¥)X] (69)

bulunur. Tekrardan (69) esitliginde Y yerine & alinirsa,
QX = ((r/2) + a®)X — ((r/2) + 3a®)n(X)§ (70)

dir. (70) esitliginin her iki tarafinin W vektor alanina gore i¢ carpimi
alinirsa,

SKW) = ((r/2) + a)g(X, W) — ((r/2) + 3a*n(X)n(W)(71)

yazilir. Bu durumda, 3-boyutlu a-Kenmotsu manifoldu n-Einstein
yapidadir.

Simdi, Teorem 5 de uygulanan metodoloji yardimiyla Ricci
soliton yapisinin degisen bir skalar egrilige sahip oldugunu
ispatlayalim. Bunun ig¢in,

h(X, W) = 2[(r/2) + &* + alg(X, W) — 2[(r/2) + 3a® + a]n(X)n(W) (72)

esitliginin Y vektor alani yoniindeki kovaryant tlirevi ¥ = ¢ ve
Vh = 0 i¢in,

V;r + 2‘75(0(2 + 0{) =0 (73)

bulunur. (73) esitliginin her iki tarafi £ ye gore integre edilirse, bu
takdirde

r=—-2a(a+1)+d
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elde edilir. O halde 3-boyutlu a -Kenmotsu manifoldu {izerinde
(g,&, 1) Ricci solitonunun degisen skalar egrilige sahip oldugunu
gosterdik. Son olarak, 3-boyutlu @-Kenmotsu manifoldu tizerinde
(g,¢, 4) Ricci solitonunu arastiralim. (33) ve (61) esitlerinde X =
Y = & alinirsa,

h(E, &) + 21 = 0,h(¢, &) + 4a? = 0

elde edilir. Bu esitlikler kullanilirsa A = 2a® sonucuna ulasilir.
Boylece a # 0 ve a®*> 0 (n = 1) oldugundan A degeri daima
pozitiftir. Bundan dolayi, M {izerinde (g, ¢,4) Ricci solitonu her
zaman genisleyendir. Bu da ispat1 sonlandirir.

Ornek 1. 3-boyutlu bir M manifoldunu M = {(x,y,z) € R%}
seklinde alalim. Burada (x,y,2), R* uzaymndaki standart
koordinatlardir. M de vektor alanlarim

Ey = 1e™%%(9/0%) + p1e~**(3/0y)
Ey = —p1e™%%(3/0x) + pze~"(0/dy)
E; = (8/82)

bi¢iminde se¢elim. Bundan sonraki hesaplamalarda kisalik i¢in t; ve
t, fonksiyonlarini

—Qaz

t1(z) = pae™%, t2(z) = pae

alalim. Burada puq, u, Ve a sabitleri igin, u,% + p,* ve a sifirdan
farklidir. M nin her bir noktasinda {E4, E,, E3} kiimesinin lineer
bagimsiz oldugu agiktir. Ayrica, M iizerinde g Riemann metrik
tensor ¢arpimi

g={ 3+t dxQ@dx+dy @ dy)+dz R dz.

ile tanimlansin. M {izerinde keyfi vektor alani X olmak iizere, n 1-
formu

g(X, E3) = n(X)
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ve (1,1)-tipli tensor alani ¢

9(E1) = Ez, @(E2) = —E1, 9(E3) =0
seklinde tanimli olsunlar. Bundan bagka,
[E1, E3] = aEq, [E2 E3] = aE, [E1,E2] =0
Ve
Vg, E1 = —aEs3, Vg, Ey = —E5, Vg E; =0
Vg Ez = —E3,Vg,E; = —aEs, Vg, E; =0
Vg, Es = aE1, Vg, E3 = aE,, Vg E3 =0

elde edilir. O halde, yapiy1 kontrol etmek i¢in M nin temel 2-formu
@ nin sifirdan farkli bilesenlerini incelemek yeterli olacaktir:

@(0/0x,3/0y) = —(t1* + t2°) ! = —(us® + p?) ez

1 = dz oldugundan yukaridaki esitlik M lizerinde d® = 2a(n A @)
denklemini gerektirir. Boylece kurdugumuz (M, ¢, ¢, n,g) hemen
hemen a-Kenmotsu yapisidir. Burada ¢ tensér alaninin Nijenhuis
tensorii 6zdes olarak sifirdir. Baska bir ifadeyle, M bir a-Kenmotsu
manifoldudur.

Riemann egrilik tensorii R nin kullanilmasiyla, R nin sifirdan
farkl bilesenleri asagida verilmistir:

R(El, Ez)El = a’(aEz - El),R(El, E3)E2 = aE3,R(E1,E2)E2
= (X(Ez —aEl)

R(E1, E3)E, = a®E3,R(E1,E3)E; = —a®E1,R(E3, E3)E, = aEs
R(E3 E3)Es = —a”E3, R(E3 E3)E, = a’E3, R(E3 E2)E; = —aE;
Ricci tensorii tanimi geregince, 1 < i,j < 3 igin,
Sij = S(E;, Ej)
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oldugundan sadece i = j durumunda S; = —2a?* dir. Aksi halde,
[ # j durumundaise S;; = 0 dir. Yani,

S(E1,E1) = g(R(E1, E3)Es, E1) + g(R(E1, E2)Ez, Eq) = —2a?
ve
S(E3 E3) = S(E3 Ep) = —2a*
dir. Ayrica, M nin skalar egriligi de
r = S(E, Ey) + S(E3 E;) + (B3, E3) = —6a?

olur. Simdi, M {izerinde (g, ¢, 1) Ricci solitonunu goz dniine alalim.
X=Y=Ejvel<j<3igin,

(Leg)(EvEr) = g(Vg,$ E) + g(Vg,§, Er)
(Leg)(E1, E1) = 2a[g(E1, E1) —n(E)n(E)] =2
(Leg)(Ez E2) = 2a[g(E2 E2) —n(E2)n(E2)] = 2a
(Leg)(Es E3) = 2a[g(Es Es) —n(Es)n(Es)] = 0
dir. Bu nedenle, (33) esitligi yardimiyla j = 1 igin,
(Leg)(E1, E1) + 25(E1, E1) + 2Ag(E1,E1) = 0
denklemine ulasilir. Buradan yukaridaki denklem diizenlenirse
A=aa—-1)
elde edilir. Benzer olarak, j = 2 igin,
(Leg)(E2, E2) + 25(E2, E2) + 2Ag(E2, E2) = 0

esitligi kullanilarak yukarida bulunan A degerine ulasilir. Son olarak,
Jj = 3i¢in,
(Leg)(E3 E3) + 25(E3, E3) + 2Ag(Es, E3) = 0
yardimiyla
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A=2a?

bulunur. Burada a® # 0 ve a® > 0 oldugundan @ nin pozitif ve
negatif degerleri i¢in A daima pozitiftir. Béylece (M, g, ¢, 1) Ricci
solitonu genisleyen durumundadir.

Tartisma ve Sonug¢

Bu ¢alismada, Ricci solitonlu a-Kenmotsu manifoldlarla ilgili
baz1 sonuglar elde edilmistir. Burada yapilan hesaplamalarda «
stfirdan farkli bir reel sayidir. Bulunan yeni sonugclar literatiirde daha
once bulunan sonuglar1 da kapsayan daha genel ve siniflayici
niteliktedir. Gelecek ¢alismalarimiz; (k, i, v)-uzaylari, D-homotetik
deformasyon ve bazi paralel tensor alanlar1 yardimiyla hemen hemen
a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde Ricci solitonlarla ilgili daha genel
sonuglar bulmaya adanacaktir.
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BOLUM IV

Gruplar Uzerinde Caprazlanms Modiiller Ve
Kompleksler

Hatice TASBOZAN!

Giris

Caprazlanmis modiiller, grup teorisi fikrini genisleterek gruplar
arasindaki etkilesimi daha karmasik bir sekilde inceleme imkani
sunan matematiksel yapilardir. Bunlar, bir grubun bir kiime {izerine
etki etmek yerine, birbirleriyle belirli bir sekilde etkilesen iki grubun
dogal genellestirmesidir.

Oziinde, bir ¢aprazlanmis modiil, bir grup iizerinde nasil etki
ettigini yakalayan bir homomorfizm ile birbirine bagli iki grup igerir.
Bu kavram, sadece saf matematikte degil, ayn1 zamanda topoloji,
cebirsel geometri ve teorik fizik gibi ¢esitli alanlarda da uygulama

1 Dr. Ogr. Uyesi, Hatay Mustafa Kemal Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Boliimi, htasbozan@mku.edu.tr
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bulur. Farkli baglamlarda simetrileri ve doniigsiimleri anlama
acisindan gli¢lii bir cerceve sunar ve cebirsel yapilar arasindaki
etkilesimi gosterir.

Temelde, bir ¢aprazlanmis modiil, geleneksel olarak G ve H
olarak gosterilen iki grup ile d:H — G ve «:G X H - H olarak
adlandirilan  iki  grup  homomorfizmasim1  igerir.  Bu
homomorfizmalar, gruplar arasindaki iliskiyi yakalayan belirli
aksiyomlar saglar.

Ik homomorfizm 0: H = G, smir doniisiimii olarak bilinir. H
elemanlarin1 G igine doniistiiriir ve H grubunun G tizerinde "nasil
donistiiriildiigiinii" ifade eder, aslinda eslenik etki yoluyla H
grubunun G tizerindeki elemanlar1 nasil etkiledigini gosterir. Bu
eylem, iki grup arasindaki 'biikiilme' veya 'etkilesim' tiiriinii agiklar.

Ikinci homomorfizm, e: G X H — H olarak gosterilen o ise etki
veya c¢apraz islem olarak adlandirilir. Bu islem, G grubunun H
tizerindeki etkisini ifade eder ve G elemanlarinin H elemanlarini
grup etkisi ile nasil etkiledigini belirtir. Bu etki, G grubunun H
tizerindeki islemleri ile H grubunun G izerindeki eylemleri
arasindaki uyumluluk kosullar1 yoluyla iligkilendirilir.

Bu homomorfizmalarin ve etkilesimlerinin  sagladig:
aksiyomlar, grup etkilesimlerini ve simetrilerini ¢esitli matematiksel
baglamlarda incelemek i¢in zengin bir yap1 sunar.

Caprazlanmis modiiller, 6zellikle homotopi gruplarini, kaplama
uzaylarim1 ve daha yiiksek boyutlu cebirsel yapilart anlama
konusunda, ozellikle de cebirsel topolojide, uygulamalar sunar.
Ayrica, 6zellikle kalibre teorisi ve fiziksel sistemlerdeki simetrilerin
calisilmasi gibi teorik fizikle baglantilari vardir.

Caprazlanms Modiil

Bir ¢aprazlanmig modiil (Whitehead, 1949), G, H birer grup,
g € G ve h,h' € H olmak lizere 0: G - H doniisiimii
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i) d(g") = ha(g)h™™,

1

i)  g?9=gg'9.
sartlarini saglamaktadir.

Bu doniisiimde o: G X H — H; ¢ (g,h) = g" ile G grubunun H
grubuna etkisi ifade edilmektedir.

0:G - H ve 3":G' - H' iki caprazlanmis modiil olsun. Bu
caprazlanmis modiiller arasindaki morfizm asagidaki sekilde ifade
edilir.

Y = (a,f) olmak {izere iki ¢aprazlanmis modiilin arasindaki
morfizm

)  d'a=po
i) a(gh) = a(g)Ff®

sartlarin1 saglar.

Yukarida verilen ¢aprazlanmis modiil objesi ve morfizm tanimi
yardimiyla Xmod kategorisi elde edilir.

Literatiirde, cesitli arastirmalarda ¢aprazlanmis modiiller ve
kategorik Ozelliklere odaklanan pek ¢ok calisma bulunmaktadir.
Ayrica, caprazlanmig modiillerin bilgisayar uygulamalarina dair
ornekler, Alp ve Wensley'in (Alp & Wensley, 2003), Odabas ve
Soylu'nun (Odabas & Soylu, 2019), ve (Yilmaz & ark., 2022b)
calismalarinda sunulmustur.

Caprazlanmis modiiller kategorisi ile ilgili daha detayli bir
bilgiye ulagmak icin internal kategoriler ile olan iliskilerine Porter'in
(Porter, 1980) ve (Porter, 1982) detayli incelemelerine, Yilmaz ve
Arslan'in (2022) arastirmasindaki bulgulara ve ayrica Arslan ve
Yilmaz'im (Yilmaz & Arslan, 2022), (Arslan & Yilmaz, 2022)
calismalarindaki analizlere dikkat edilebilir. Bu ¢alismalar, internal
kategorilerin ¢esitli yonlerini ve etkilesimlerini ayrintili bir sekilde
ele almaktadir, dolayistyla caprazlanmis modiiller ile ilgili genis bir
perspektif sunmaktadir.
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iki - Caprazlanmms Modiil
Bir 2- gaprazlanmig modiil (Ellis, 1984)
5} d
L3M-N

N grubunun L,M gruplarina etkisinden olusan bir grup
kompleksidir. Bu kompleks ile birlikte

{——}MXM—L
olarak bilinen Peiffer doniisiimii asagidaki sartlar1 saglar:

. 3 _ _
Il 0y{my, my} = m21(m1)(m1m2 my;™1)

i, {02(11), 02(12)} = [l, 4]
il {mymy, m3} = {my, m3}1™ fmy, mymym, 1}

iv.  {my,mymg} = {my, myy™m2m0 T (my my)
Voo {my, 0,(1)HO, (L), my) = 1,207
Vi. {my, mp}t = {m", my"}

(L,M,N,0,,05,{—,—}) ile bir 2- gaprazlanmis modiil ifade edilir.

(L,M,N,d,,05,{—, -], (L',M',N',0"{,0'5,{—,—}") ile tanimlanan
iki 2- ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu 2- g¢aprazlanmis modiiller
arasindaki morfizm su sekilde tanimlanir.

§=(a,B,y):(L,M,N) > (L',M',N") bir 2- ¢aprazlanmis modiil
morfizmi olabilmesi i¢in,

- F;) b3

M x M { ! y L : y M ! y N

Bxp ot B Y

M' x M' » L' y M’ + N’
{--Y 73 i
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diyagrami degismeli ve m € M,n € n ve m € M olmak lizere
B(m™) = B(m)r™
a(l™) = a(h)Y™
esitliklerini saglamalidir.

Yukarida verilen 2- ¢aprazlanmis modiil objesi ve aralarinda
tanimlanan morfizmi yardimiyla 2- ¢aprazlanmis modiil kategorisi
elde edilir. X2Mod seklinde ifade edilir.

Conduche (Conduche,1984), homotopi 3-tiirlerinin cebirsel bir
modeli olarak gruplarin 2-caprazlanmis modiillerinin kavraminm
tanittt. 2-caprazlanmig modiillerin cebirsel adaptasyonu (Grandjean
ve Vale) tarafindan verilmistir. 2-¢aprazlanmis modiillerin tamlik
ozelligine sahip oldugu ve geri ¢ekme objeye sahip oldugu (Yilmaz,
2017) calismasinda esitleyici, sonlu carpim oOzellikleri (Soylu
Yilmaz, 2022a) ¢alismasinda, geri cekme obje kullanilarak iizerinde
bir topoloji kurulabilecegi (Ulualan & Yilmaz, 2019) calismasinda
gosterilmistir.  2-caprazlanmis modillere ilpotentlik sartalara
ekleyerek Baues (Baues, 1991) kuadratik modiilleri tanimlamastir.

Kuadratik Modiil

Grup homomorfizmlerinin diyagrami

cedC

52 5]
Cy » C1 » C

QML1. 6:: Ci1 — Co, bir nil(2)-modiiliidiir.
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QM2. 42 ve &1 doniisiimleri i¢in 82 61 = 1 ve her a, b € C: igin
Sw(fa} @ {b}) = w({a} ® {b}) =< a,b >

QMa. C: bir Co-gruptur ve Co-grubunun C- lizerine etkisi i¢in c2 €
C2, co € Co igin,

c2 - 61(c1) = w({d2(c2) ® {c1} + {c1} ®}62(c2));
QM4. x, y € C: igin,

w{x} @y} = [y «]

sartlar1 sagliyorsa, (C @ C, C2, C1, Co, w, w) yapisi kuadratik modiil
olarak adlandirilir ve kisaca (w, 82, 61) ile ifade edilir.

(w, &2, 61) ve (w', 8”2, 6"1) kuadratik modiiller olmak tizere

® = (fafufo): (0,082,8,) = (0',62,81)

doniisiimii i¢in
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CeC }'CQ >Cl
Joxfr b N
cC®C » Ch » C]

w' &9

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 6n nil(2) modiil morfizmi
(f1, fo) ve f2'nin n-degisik bir homomorfizmasi varsa, @ = (f2, f1,
fo) donilistimiine bir kuadratik modiil morfizmi ad1 verilir.

Bu sekilde tanimlanan, kuadratik modiiller kategorisi
"Kuad" ile ifade edilir. Kuadratik modiillerin diger kategoriler ile
olan iligkileri (Soylu Yilmaz & Yilmaz, 2022) calismasinda
verilmistir.

Uc - Caprazlanms Modiil
Bir 3- ¢aprazlanmig modiil (Arvasi & ark., 2009)

d d ad
KSL3SMSN

N grubunun K, L, M gruplarimna etkisi, M grubunun K, L

grubuna ve L grubunun K grubuna etkisi ile d;, d,, d3 morfizmleri
N, M — grup morfizmleri olmak iizere

{—, —}(1)(0)2 LXL—K,
{— =} LXL—>K{- -} LXL—K

{_' _}(1,0)(2): MXL—K, {_; _}(2,0)(1)1 MXL—K,
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{- _}(0)(2,1)=L XM—>K,{—-}MXxXM—L

3-boyutlu Peiffer doniigiimleri ile asagidaki sartlari saglayan
bir grup kompleksidir.

1) K a—3> L a—2> M, {—, —}(2)(1) Peiffer doniistimii ile birlikte bir 2-
caprazlanmis modiildiir.

2) {m, 9sk}w02) = M sk} a.00) ™ (k) (k)

3) {03k, m}oyz1y) = "Rk

4) {m, a3k}(1,o)(2) =
{m, 95k} 2,01y {03k, MY 0y 21y k™ (k™)

5) {l" a21}(0)(2,1) ={l, l,}(_21)(1){l" l}(1)(o)

6) {921 anm = 1L 1" (L o)l Vo)

7) {021,302 = (L1 0y2) ™"

8) 95({L yoy) = [L11(051, 8,03

9) 9:({l, ' 0)2)) = 03({02L, 31,092 "

10) 03{L, m}0)(2,1) = "(DI71{0,1, m}

11) 35{m, Bo,0y1) = 0sm, Doy O™ {m, 0,1

12) {95k, By = ‘(k)k™?

13) {1, 05k} (1)0y = k( k)

14) {63k, ask'}(ﬂ(o) = [k',k]

15) {03k, l’}(o)(z) =1

16) {0,1, 03k} (1,002) = ({1, 3k} (0y2)) ™"

17) {91, 05k} 2,01y = {1, sk} (o 9k 2 (k™)

18) {33k, 32130y 2.1y = 2 (kK

19) 8,{m,m'} = mm'm=1(®"™(m")) 1

Bir 3- caprazlanmis modil (K,L,M,N,d5,0d,,0,) ifadesi ile
gosterilir.
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Bir 3-caprazlanmis modiill morfizmi asagidaki diyagram
seklinde gosterilir.

Ly 2
fsl fQJ, fll f{}l
Ly —— I —— I —— I

Buradaherk €e K,l € L,m € M ven € N igin
fi("m) = T, m)
£ ="
f5(") = P )
degismelilik 6zelligini saglayan esitlikleri saglamak zorundadir.

= o (- 3om ve {=—}we Orgl donisimi
tanimlari igin

I exfa=R03
esitligi saglanmalidir.
{—, —}(1,0)(2), {—, —}(2,0)(1) tanimlari i¢in
{Maxfa=Ff1{}
sart1 saglanmalidir.
{—, —}(0)(2,1) tanimi

{Mexfi=f03
ve {,} tanimlamasi i¢in
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{MaxA=A03

sart1 saglanmalidir.

Yukarida tanimlanan objesi 3- ¢aprazlanmis modiil, morfizmi
yukaridaki esitlikleri  saglayacak sekilde tamimlanmis 3-
caprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere 3- c¢aprazlanmis
modiillerin kategorisi elde edilir. 3- c¢aprazlanmig modiillerin
kategorisi XsMod ile gosterilir.

Caprazlanmis modiil kompleksleri i¢in tensér ¢arpimi Brown ve
Higgins (Brown ve Higgins, 1987), 2-caprazlanmis modiil
kompleksleri igin tensor ¢arpimi Carrasco ve Porter (Carrasco ve
Porter, 2016 ), kuadratik modiil kompleksler i¢in tensdr carpimi
Baues (Baues,1991) c¢alismalarinda verilmistir. 3-¢aprazlanmis
modiil kompleksleri ve genellestirme i¢in tensor carpimu literatiirde
bulunmamaktadir. 3-¢aprazlanmis modiil kompleksleri i¢in tensor
carpimi tanimlanmasit durumunda truncation funktoru ile orgiilii
yapilarin elde edilmesi miimkiindiir.
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BOLUM V

Internal Kategoriler ve Caprazlanms Modiiller

Koray YILMAZ!

Giris
CW kompleksi, su sekilde bir dizi topolojik uzayin birlesimi
alinarak olusturulur:

0=X 1 CXpC Xy Cees

seklindeki bir dizi topolojik uzaym birlesimi alinarak
olusturulur: Her X, uzayi, oOnceki uzay Xj,_, uzaymndan k-
hiicrelerin kopyalarin1 her biri k-boyutlu top D, ile homeomorfik
olan, X,_,  uzayma siirekli baglama doniisiimleri araciligiyla
ekleyerek elde edilir. Genellikle X;, CW kompleksinin k-iskeleti

! Koray Yilmaz, Dr.Ogretim Uyesi, Kiitahya Dumlupmar Universitesi, Matematik
Boliimii
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olarak adlandirilir. CW kompleksinin tamaminin topolojisi alt uzay
topoloji kullanilarak tanimlanir:

Kategori teorisinde, X iizerindeki topoloji
X 1;>X[]%X1;>"'

diyagramin direkt limitidir. "CW™" ifadesi, "kapanis1 sonlu
alt uzay topolojisi (Closure-finite Weak topology)" anlamina gelir.
CW kompleksi insast siirecin su sekilde 6zetleyebiliriz.

0-boyutlu bir CW kompleksi, yalnizca sifir veya daha fazla
ayrik noktanin bir kiimesidir (lizerinde ayrik topoloji olacagi
asikardir).

1-boyutlu bir CW kompleksi, bir veya daha fazla birim
araliginin sifir-boyutlu bir CW kompleksi ile ayrik birlesimini alarak
olusturulur. Her bir kopya i¢in, siirlarin (iki u¢ noktasini) sifir-
boyutlu kompleksin elemanlarina (noktalar) "yapistiran" bir
doniisiim bulunur. CW kompleksinin topolojisi, bu yapistirma
haritalar1 tarafindan tanimlanan bolim uzayinin topolojisi ile
tanimlanur.

Genel olarak, bir n-boyutlu CW kompleksi, k < n i¢in k-
boyutlu bir CW kompleksi ile bir veya daha fazla n-boyutlu topun
ayrik birlesimini alarak olusturulur. Her bir kopya i¢in, sinirlarini (n-
1)-boyutlu kiire) k-boyutlu kompleksin elemanlarina "yapistiran" bir
dontisim bulunur. CW kompleksinin topolojisi, bu yapistirma
haritalar1 tarafindan tanimlanan boliim topolojisinin topolojisi ile
tanimlanur.

Sonsuz-boyutlu bir CW kompleksi, yukaridaki siireci
sayilabilir sayida tekrarlayarak olusturulabilir.

Baglantili CW -kompleks X'in homotopi gruplari 2 ve istii
boyutlarda asikar olanlar arasindaki homotopi kategorisi ile gruplar
kategorisi arasindaki esdegerlik literatiirde iyi bilinmektedir. Loday
(Loday,1982) i > n + 1 i¢in (n sabit dogal sayr olmak {izere)
benzer bir esdegerlik ifadesini  gOstermistir.  Whitehead
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(Whitehead,1949), n = 1 igin ¢aprazlanmis modiil kavramini
tanimlamistir. Loday ise ¢caprazlanmis modiil kavramini herhangi bir
n i¢in genelleme yaparak bir n-cat-grup" iiretmek iizere yeniden
formiile etmistir.

Cat-1 grup kavrami, ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarini ifade
etmenin baska bir yoludur. Ancak cat-1 gruplar ic¢in kullanilan
karakterizasyon tipi ve cat-n gruplari i¢in elde edilen
karakterizasyon tipi, daha kategorik olarak tanimlanan gesitlerinden
dogrudan grup teorik terimlerle ifade edilir. Ornegin, bir simplisel
grup yapisindan bir cat-1 grup yapisi elde etmek veya bir n-cat
simplisel grup yapisindan bir cat-n grup yapisi elde etmek genellikle
kolaydir. Internal kategori kavrami, geri gekme objeye sahip baska
bir kategori icinde formiile edilebilir. Cebirsel yapilar, uygun
nesneleri ve morfizmleri belirleyerek bir kategoride tanimlanabilir,
boylelikle € kategorisi i¢inde kategoriler olusturabilir.

Tanim: A, geri ¢cekme objesi olan bir kategori olsun. A
icindeki bir kategori, A kategorisinin internal kategorisi,
asagidakilerden olusur:

Obje kiimesi Cy € A;

Morfizma kiimesi C; € A4;

Kaynak ve hedef morfizleri s, t: C; = Co;
Birim morfizme: C, = Cy;
Kompozisyon c: C; X¢, C1 = Cy;

Oyleki bu verilenler i¢in kategori sartlarini saglayacak
sekilde asagidaki diyagramlar degismeli olur.

Birim morfizmin hedef ve kaynak morfizmini belirleyen
kurallar
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t
Co r O Co —— 4

Id Id

~ -+

C(} C(}

Morfizmlerin kompozisyonu i¢in asosyatiflik kurali

(Cl Xy Cl) Xy Cl >Cl Xy Cl

~

C1 x¢, (Cq Xy Cl)

~+ ~+

Cl Xy Cl s Cl

Morfizmlerin kompozisyonu igin sag ve sol birim kurali

CQ Xcﬂ Cl —)'Cl XCD Cl +t— Cl XC’U Cg

v

Ci

Geri ¢ekme obje olusan diger izomorfizmler
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C1 %g C1— Oy C1 x¢, (C1 %, C1) —+ Oy x¢, C1 (C1 %, C1) x¢, C1 — Cy

Lok | | l |

c, — Gy ¢ — Gy C) g, C; — Cy
L

(@ %6 C) %a G

Cy xg, (Cr %0, C1) —+Ch %, C1 (CixaC) % C—————— G

Cy Cyxg, € — Gy
I
Gy x¢g, Gy Gy Co Cyxe, Gy € —— Gy

seklindedir. € bir kategori Set kiimeler kategorisi Grp
gruplarin kategorisi olmak iizere internal kategoriler i¢in

Set i¢indeki bir kategori, bir kiigiik kategori

C kategorisinde bir eskategori, C°P igindeki bir kategori
Bir double kategori, Cat i¢indeki bir kategoridir.

Bir double bikategori, Bicat i¢indeki bir kategori

Bir ¢aprazlanmis modiil, Grp icindeki bir kategoriye
esdeger

orneklerini verebiliriz. Internal kategorilerle ilgili ayrintili
bilgi i¢in (Porter,1982), (Porter,1982), (Yilmaz ve Arslan, 2022),
(Arslan ve Yi1lmaz,2022) ¢alismalarina bakilabilir.

Tanim: &:G, > G, ve §':H, » Hy birer caprazlanmis
modiile olmak lizere,
f1:G1 = Hy

f2: G2 > H,

grup homomorfizmleri olsun. Eger her r € R ve herc,c’ €
C i¢in
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£2(%g2) =" £,(g2)

sart1 saglaniyor ve

)
Gy » G
Ja f1
H y H
2 5 1

diyagrami degismeli oluyorsa
(f2, f1): (G2, G, 8) = (Hz, Hy, 6)

morfizmine ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir. Boylece
XMOD ile gosterecegimiz ¢aprazlanmis modiiller kategorisini elde
ederiz.

Caprazlanmis modiiller ve kategoriksel 6zellikerli iizerine
literatiirde ¢ok sayida c¢alisma mevcuttur. Ayrica c¢aprazlanmig
modiillerin bilgisayar uygulamalar1t (Alp ve Wensley, 2003),
(Odabas ve Soylu, 2019), (Yilmaz vd, 2022b) calismalarinda
verilmistir.

Tanim: Bir 2- ¢aprazlanmis modiil
a, @
L3MSN
N grubunun L,M gruplarina etkisinden olusan bir grup
kompleksidir. Bu kompleks ile birlikte

{(——}kMXM—L
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olarak bilinen Peiffer donilisiimii asagidaki sartlari saglar:
0y {my, my} = my ™ (mymy~tmy ™)
{02(11),02(1)} = [Lo, 1]
{mymy, ms} = {my, m331 " {m,, mymam, 1}
{my, mymg} = {my, m,}mm2mO ™ (my m)

{ma, 0, (1) H0 (1), my} = 1, ™,
{my, my}" = {m;", my"}

(L,M,N,04, 04, {—,—}) ile bir 2- ¢aprazlanmis modiil ifade
edilir.

(L,M,N , 0,,0,,{— -}, (L'M',N", 3'1,0'5,{—,—Y}) ile
tanimlanan iki 2- ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu 2- c¢aprazlanmis
modiiller arasindaki morfizm su sekilde tanimlanur.

§=(apB,y):(L,M,N)—> (L',M',N") bir 2- ¢aprazlanmis
modiil morfizmi olabilmesi i¢in,

- P 8

MxM—22 1 : v M ! N

B xB a B y

M' x M’ y L' s M’ s N’
{- -} 05 i

diyagrami degismeli ve m € M,n € n ve m € M olmak
uzere

B(m™) = B(m)r™
a(l™) = a(l)Y™

esitliklerini saglamalidir.
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Yukarida verilen 2- ¢caprazlanmis modiil objesi ve aralarinda
tanimlanan morfizmi yardimiyla 2- ¢aprazlanmis modiil kategorisi
elde edilir. X2Mod seklinde ifade edilir.

2- caprazlanmis modiiller ve kategoriksel 6zellikleri
icin detayli olarak (Carrasco ve Porter,2016), (Conduuche,1984),
(Y1lmaz,2022a), (Yilmaz,2022b) caligmalarina  bakilabilir.
Caprazlanmis modiillerin bir st boyutunda saglanan bir
kategoriksel 6zellik internal kategorisi i¢inde saglanacagi ve bu
kategoriksel 6zelligin funktorlar altinda korundugu gosterilebilir.

R
XMod® - s XoMod ———————— 5 ...
1 /
Vl / " "
Int(XMod) - + Int(XyMod) ——

\/\_/
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