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BÖLÜM I 

 

 

Demi M-Kompakt Operatörler 
 

 

 

 

Birol ALTIN1 
 

Giriş 

Demi gösterimi ilk olarak 1966 yılında Petryshyn'in 

"Construction of fixed points of demicompact mappings in Hilbert 

space " isimli makalesinde kullanılmıştır (Petryshyn, 1966).  2019' 

da zayıf demi-kompakt lineer operatörler sınıfının bazı sonuçlarını 

incelediler (Krichen & O’Regan, 2019). Daha sonra Dunford Pettis 

operatörlerinin bir genellemesi olan demi Dunford-Pettis 

operatörleri sınıfını tanıttılar (Benkhaled, Hajji & Jeribi, 2022). 

Bu çalışmada, ilk defa 1979 yılında P. G. Dodds, H. Fremlin 

tarafından verilen M-kompakt operator sınıfının bir genelliştirmesi 

olan demi- M kompakt operatörlerin sınıfı tanıtılmıştır. 

𝐸 bir Banach örgüsü, 𝐹  bir Banach uzayı ve  𝑇:𝐸 → 𝐹 ye bir 

operatör olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝐸+ için  𝑇([0, 𝑥])   kümesi, 𝐹 normlu 

uzayında de göreceli (relatively) kompakt küme oluyorsa 𝑇 ye bir 

 
1 Prof. Dr., Gazi Üniversitesi, Fen Fakültesi, Teknikokullar, Ankara.  
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 𝑀 − kompakt operator denir (Dodds & Fremlin, 1979). E den F 

içine bütün M-kompakt operatörlerin kümesini  𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹)  ile 

gösterilecektir. E ve F iki Banach örgüsü olmak üzere        𝑆 ≤ 𝑇 

sıralaması 𝑆(𝑥) ≤ 𝑇(𝑥)  all 𝑥 ∈ 𝐸+  anlamına gelecektir. Özdeşlik 

operatörü I ile gösterilecektir. Tanımlanmayan tanım ve notasyonlar 

için (Aliprantis & Burkinshaw,1978)’ ye bağlı kalınacaktır. 

Temel Sonuçlar  

Tanım 1. 𝐸 bir Banach örgüsü ve operator  𝑇:𝐸 → 𝐸 ye bir sürekli 

operator olsun. Eğer her           𝑥 ∈ 𝐸+ ve  [0, 𝑥] aralığındaki her  

 {𝑥𝑛}  dizisi için   (𝑥𝑛 − 𝑇(𝑥𝑛))  dizisinin bir (𝑥𝑛𝑘
− 𝑇(𝑥𝑛𝑘

)) 

yakınsak alt dizisi olduğunda (𝑥𝑛𝑘
)  dizisinin bir yakınsak bir 

(𝑥𝑛𝑘𝑚
)  alt dizisi  oluyorsa,  𝑇  ye bir demi M-kompakt operator 

denir. E üzerinde tanımlı bütün demi M-kompakt operatörlerin 

sınıfını 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸) ile gösterecegiz. 

Örnek 1  𝐸 bir Banach örgüsü olsun. O zaman her 𝛼 ≠ 1 için  𝛼𝐼 ∈
 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  olur. 

 Her  𝑥 ∈ 𝐸+ için [0, 𝑥]  aralığındaki her  {𝑥𝑛}  dizisi için (𝑥𝑛 −

𝑇(𝑥𝑛)) dizisinin bir                              (𝑥𝑛𝑘
− 𝛼𝐼(𝑥𝑛𝑘

)) yakınsak alt 

dizisi  olsun. O zaman  (𝑥𝑛𝑘
− 𝛼𝐼(𝑥𝑛𝑘

)) =  (1 −  𝛼)(  𝑥𝑛𝑘
 ) 

yakınsak olur. Dolayısıyla  (𝑥𝑛𝑘
) E de yakınsak olur.  Dolayısıyla,  

𝛼𝐼, demi M-kompakt operatör olur. 

Örnek 2  𝑘 ∈ ℕ  olsun. 𝑇𝑘: 𝑐 → 𝑐  operatörü her 𝑥 = (𝑥𝑖) ∈ 𝑐  için  

𝑇𝑘(𝑥) = ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖
𝑘
𝑖=1  olarak tanımlansın. Burada 𝑐 , ℝ. nin sıfıra 

yakınsak dizilerinin uzayıdır ve  𝑇𝑘: 𝑐 → 𝑐  operatörü demi M-

kompakt operatördür. Her bir 𝑘 ∈ ℕ için 𝑆𝑘 = 𝐼 + 𝑇𝑘  operatörünü 

tanımlayalım. Kolaylıkla görülebilir ki her 𝑘 ∈ ℕ için   𝑆𝑘 operatörü 

demi M-kompakt operator değildir.  

Teorem 1 𝐸 bir Banach örgüsü olsun. 𝐸  üzerinde tanımlı her M-

kompakt operator bir demi M-kompakt operatör olur. 
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İspat  𝑇, 𝐸  üzerinde bir M-kompakt operatör, her bir her  𝑥 ∈ 𝐸+ 

için   {𝑥𝑛}  ⊆ [0, 𝑥] dizisi için       (𝑥𝑛 − 𝑇(𝑥𝑛)) dizisinin bir (𝑥𝑛𝑘
−

𝑇(𝑥𝑛𝑘
))  yakınsak alt dizisi olsun. 𝑇: 𝐸 → 𝐸   bir M-kompakt 

operatör olduğundan  𝑇(𝑥𝑛𝑘𝑚
) yakınsak olacak şekilde bir (𝑥𝑛𝑘𝑚

) 

alt dizisi mevcut olur. 

𝑥𝑛𝑘𝑚
= 𝑥𝑛𝑘𝑚

− 𝑇 (𝑥𝑛𝑘𝑚
) + 𝑇(𝑥𝑛𝑘𝑚

)  olduğundan ve sırasıyla 

 𝑥𝑛𝑘𝑚
− 𝑇 (𝑥𝑛𝑘𝑚

)  ve 𝑇(𝑥𝑛𝑘𝑚
)  yakınsak olduğundan (𝑥𝑛𝑘𝑚

) 

yakınsak olur bu ise T nin bir demi M-kompakt operator olduğunu 

verir. 

Aşağıdaki örnek bu teoremin tersinin genelde doğru olmadığını 

verecektir. 

 

Örnek 3  𝑇: 𝐶[0,1] → 𝐶[0,1] ve 𝑇 =
1

2
 𝐼 olsun. 𝐶[0,1]   sıra sürekli 

norma sahip olmadığından Sonuç 21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 

1978), T bir M-kompakt operator değildir. 

  

Teorem 2 𝐸 bir Banach örgüsü,  𝑇: 𝐸 → 𝐸  bir M-kompakt operator 

ve   𝑆: 𝐸 → 𝐸 bir demi M-kompakt operator olsun O zaman  𝑇 + 𝑆 

bir demi M-kompakt operator olur.  

 

İspat Her bir her  𝑥 ∈ 𝐸+  için   {𝑥𝑛}  ⊆ [0, 𝑥]  dizisi için (𝑥𝑛 −

(𝑇 + 𝑆)(𝑥𝑛)) dizisinin bir            (𝑥𝑛𝑘
− (𝑇 + 𝑆)(𝑥𝑛𝑘

)) yakınsak 

alt dizisi olsun. 𝑇: 𝐸 → 𝐸   bir M-kompakt operatör olduğundan  

𝑇 (𝑥𝑛𝑘𝑚
) yakınsak olacak şekilde bir (𝑥𝑛𝑘𝑚

) alt dizisi mevcut olur.  

Dolayısıyla Bu iki dizinin toplamı olan, 

(𝑥𝑛𝑘𝑚
− 𝑆(𝑥𝑛𝑘𝑚

)) = (𝑥𝑛𝑘𝑚
− (𝑇 + 𝑆)(𝑥𝑛𝑘𝑚

)) + 𝑇(𝑥𝑛𝑘𝑚
)  alt 

dizisi yakınsak olacağından      (𝑥𝑛𝑘𝑚
− 𝑆(𝑥𝑛𝑘𝑚

))  alt dizisi de 
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yakınsak olur. 𝑆  bir demi M-kompakt operator olduğundan (𝑥𝑛𝑘𝑚
) 

dizisinin bir yakınsak alt dizisi olur. Bu ise  𝑇 + 𝑆 operatörünün bir 

demi M-kompakt operator olduğunu verir.  

 

Ancak, genelde iki demi M-kompakt operatörün toplamı bir 

demi M-kompakt operatör olmayabilir. 

 

Örnek  4  𝑇1 ,  𝑇2: 𝐶[0,1]  → 𝐶[0,1] ,  operatörleri her 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] 

için  𝑇1(𝑓) = 𝑇2(𝑓) =
1

2
𝑓  olarak tanımlansın. 𝐶[0,1]   sıra sürekli 

norma sahip olmadığından Sonuç 21.13, (Aliprantis & Burkinshaw, 

1978), 𝑇1+𝑇2 = 𝐼 bir demi M- kompakt operator değildir. 

 

Aşağıdaki teorem bir Banach örgüsünün discrete ve sıra sürekli 

norma sahip olmasını karakterize edecektir. 

  

Teorem 3 𝐸 bir Banach örgüsü olsun. Aşağıdakiler birbirine denktir 

 (𝑖) 𝐸 discrete ve sıra sürekli norma sahiptir. 

(𝑖𝑖) 𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹) = 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)   

 

Proof (𝑖) ⇒ (𝑖𝑖)   Teorem 1 den 𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹) ⊂ 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)   olduğu 

açıktır.  𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  ⊂ 𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹) 

olduğunu görelim. 𝑇 ∈ 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  ve 𝑥 ∈ 𝐸+  olsun. Teorem 12.9 

(Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve  Sonuç 21.13 (Aliprantis & 

Burkinshaw, 1978) den  [0, 𝑥] ⊂ 𝐸  kompakttır. 𝑇 :𝐸  → 𝐸  sürekli 

olduğundan 𝑇([0, 𝑥]), 𝐹 de kompakt dolayısıyla göreceli kompakt 

olacağından, 𝑇, 𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹) uzayının elemanı olur.  
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(𝑖𝑖) ⇒ (𝑖)  𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹) = 𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  olsun. 
1

2
𝐼  demi M-kompakt 

operator olduğundan hipotezden, 
1

2
𝐼  , 𝐿𝑚𝑘(𝐸, 𝐹)  uzayına ait olur 

Bu ise . Teorem 12.9 (Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve        Sonuç 

21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 1978) den E nin discrete ve sıra 

sürekli norma sahip olduğunu verir. 

 

Sonuç 21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 1978) ve yukarıdaki 

önerme birlikte gözönüne alınırsa aşağıdaki sonuç kolaylıkla elde 

edilir. 

  

Teorem 4 𝐸 bir Banach örgüsü olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine 

denktir.   

 

(𝑖)  𝑇: 𝐸 → 𝐸 her operator demi M-kompakt operatördür. 

(𝑖𝑖) 𝐼: 𝐸 → 𝐸  bir   demi M-kompakt operatördür. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐸 discrete ve sıra sürekli norma sahiptir. 

 

Dikkat edilmelidir ki 𝑇  bir demi M-kompakt operatör ve 0 ≤
𝑆 ≤ 𝑇  olduğunda 𝑆 bir demi M-kompakt operatör olmayabilir.  

 

Örnek 6 𝑇 ve 𝑆  𝐶[0,1] üzerinde tanımlı   𝑆 = 𝐼 and  𝑇 = 2𝐼 olacak 

şekilde iki operatör olsunlar.     0 ≤ 𝑆 ≤ 𝑇 ve T,  𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  sınıfına 

ait olur. Fakat 𝑆,  𝔇𝐿𝑚𝑘(𝐸)  sınıfına ait değildir. 
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BÖLÜM II 

 

 

Homotopi 2-tip Yapıların Bazı Kategoriksel 

Özellikleri 

 

 

 

Elis SOYLU YILMAZ1 
 

Giriş 

Homotopi 2-tipi, bir uzayın özelliklerini sadece 2. homotopi 

grubu 𝜋2 kadar düşündüğümüz bir bakış açışıdır.  Bu bakış açısı, 

uzayın temel özelliklerini, 0, 1 ve 2. boyutta olan homotopi 

gruplarına dayalı olarak değerlendirmemizi sağlar. Bu kapsamda, 

uzayın topolojik yapısını anlamak için 0, 1 ve 2 boyutlardaki 

değişmezlere odaklanan dönüşümleri inceleriz. Bu dönüşümler, 

uzayın 2-eşdeğerlikleri olarak adlandırılır ve uzayın temel topolojik 

özelliklerini belirleyen önemli unsurları içerir. Sürekli bir 𝑓: 𝑋 → 𝑌 

dönüşümü, her bir baz noktasında  𝜋 𝑖  için 𝑖 = 0,1,2  üzerinde 

izomorfizmaları meydana getiriyorsa, bu dönüşüm bir homotopi 2-

eşdeğerlik olarak adlandırılır. İki uzay aynı homotopi 2-tipini 

 
1 Koray Yılmaz, Dr.Öğretim Üyesi, Kütahya Dumlupınar Üniversitesi, Matematik 

Bölümü 
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sahipse, bu uzaylar arasında bir zigzag zinciri homotopi 2-

eşdeğerlikleri ile bağlantılı olur. Yani, bu uzaylar arasındaki 

topolojik benzerlik, bir dizi homotopi 2-eşdeğerliği aracılığıyla 

sağlanan bir bağlantı ağıyla ifade edilir. Bu zincir, her adımda 0, 1 

ve 2. homotopi gruplarında izomorfizmaları içerir, bu da uzayların 

belirli topolojik özelliklerinin birbirine dönüştürülebilir olduğunu 

gösterir. 

Grupların çapraz modülleri kavramı, Whitehead'in 1941 

yılında ortaya koyduğu ve daha sonra 1949'da genişlettiği temel bir 

tanımdır; hem homotopi teoride hem de homoloji teoride önemli bir 

yer tutar. Çaprzlanmış modüller, homotopi teorisi ve homolojik cebir 

bağlamında temel cebirsel yapıları ve ilişkileri yakalamak için güçlü 

bir araç sunar, daha yüksek boyutlu cebirsel nesneleri anlama ve 

analiz etme konusunda etkili bir araçtır. n-kategorik bakış açısından 

bakıldığında bir çaprazlanmış modül: 

• Normal bir alt grubun içine dönüşümü,  

• Modüllerini özel bir çarpımı, 

• Grup üzerinde otomorfizmaların bir etkisi, 

• Dereceleri 1 ve 2' için bir çaprazlanmış kompleks, 

• Uzunluğu 2 olan değişmeli olmayan bir zincir kompleksi, 

• Belirli simplicial grupların Moore kompleksi, 

olarak ele alınabilir. 

Tanım:  Grupların çaprazlanmış modülü aşağıdaki verilenlerden 

oluşur: 

• İki grup, 𝐺₂ ve 𝐺₁, 

• 𝐺₂'den 𝐺₁'e bir grup homomorfizması: 

𝛿: 𝐺₂ → 𝐺₁ 

•    𝐺₁ den 𝐺₂'nin otomorfizm grubuna bir grup 

homomorfizması:  
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𝛼: 𝐺₁ → 𝐴𝑢𝑡( 𝐺₂) 

• Bu homomorfizmaları, eşdeğer olarak, bir fonksiyon olarak 

düşünebileceğimiz bir fonksiyon  

𝛼: 𝐺₁ ×  𝐺₂ ⟶  𝐺₂ 

Bu unsurlar, 𝐺₁-etki özelliğini sağlayan ve her 𝑔₁ ∈ 𝐺₁  için 𝐺₂′nin 

bir grup otomorfizmi olan bir fonksiyon, 𝛼, olmalıdır. Ayrıca, 

aşağıdaki diyagramların değişmeli olması gerekir. 

 

ve 
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Burada 𝐴𝑑 dönüşümü bir grubun kendi üzerine olan eşlenik 

etkisidir. 

 

Eğer 𝑔₁ ∈ 𝐺₁  ile  𝑔₂∈ 𝐺₂ üzerine etki etmenin sonucunu 

𝑔₂𝑔₁
 olarak yazarsak, o zaman ikinci diyagram aşağıdaki 

denkleme çevrilebilir: 

 𝛿( 𝑔₂𝑔₁ ) = 𝑔₁𝛿(𝑔₂)𝑔₁−1 

Başka bir deyişle, 𝛿, 𝐺₁ etkisi için eşdeğerdir. 

İlk diyagram için 𝐺₂ ,grubunun iki farklı şekilde etkisi söz 

konusudur, (i) bilinen eşlenik etki ile,  

𝑔′₂
𝑔2 = 𝑔₂𝑔′₂𝑔2

−1 

ve (ii) önce 𝑔₂ elamanını 𝐺₁ içine taşıyarak ve ardından bu 

grubun 𝐺₂ üzerindeki etkisini kullanarak. İlk diyagram, bu iki 

eylemin örtüştüğünü ifade eder. Denklemle ifade edildiğinde:  

𝑔′₂
𝛿(𝑔₂)

= 𝑔₂𝑔′₂𝑔2
−1 

Bu denklem, literatürde "Peiffer kuralı" olarak bilinir.  

Tanım:  𝛿: 𝐺₂ → 𝐺₁ ve 𝛿′: 𝐻₂ → 𝐻₁ birer çaprazlanmış modüle 

olmak üzere,  

𝑓1: 𝐺₁ → 𝐻₁ 

𝑓2: 𝐺₂ → 𝐻₂ 

grup homomorfizmleri olsun. Eğer her  𝑟 ∈ 𝑅 ve her 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶 için  

𝑓2( 𝑔₂
𝑔1 )  =  𝑓2(𝑔₂)

𝑓1(𝑔₁
 

şartı sağlanıyor ve 
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diyagramı değişmeli oluyorsa  

(𝑓2, 𝑓1): (𝐺₂, 𝐺₁, 𝛿) → (𝐻₂, 𝐻₁, 𝛿′) 

morfizmine çaprazlanmış modül morfizmi denir. Böylece 𝑿𝑴𝑶𝑫 

ile göstereceğimiz çaprazlanmış modüller kategorisini elde ederiz.  

Geriçekme obje, eş-eşitleyici, çekirdek ikili, tamlık gibi 

literatürdeki temel kategori teori kitaplarında (Maclane, 2013) 

bulunan tanımları verelim.  Çaprazlanmış modüller için kategoriksel 

özellikler cebirler üzerinde (Shammu,1993) doktora tezinde 

incelenmiştir. Gruplar üzerinde daha yüksek boyutlarda 2-

çaprazlanmış modüller için tamlık (Yılmaz, 2017), ve cebirler 

üzerinde çaprazlanmış kareler için fibrasyon (Yılmaz, 2018) 

çalışmalarında gösterilmiştir. 

Tanım 1.3.1. 𝑪  kategorisinde 𝑓: 𝐴 → 𝐵  ve 𝑔: 𝐴 → 𝐵  morfizmleri 

verilsin. Aşağıdaki özellikleri sağlayan (𝐶, ℎ)  ikilisine (𝑓, 𝑔) 

ikilisinin eş-eşitleyicisi denir. 

i. Herhangi bir ℎ: 𝐵 → 𝐶 morfizmi için, 
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diyagramı için ℎ𝑓 = 𝑓𝑔  eşitliği vardır. 

ii. 𝑘𝑓 = 𝑘𝑔   olacak şekilde  bir 𝑘: 𝐵 →  𝐶′ morfizmi için,  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde yani 𝑢ℎ = 𝑘  olacak 

şekilde bir tek 𝑢: 𝐶 → 𝐶′ morfizmi vardır.  

Tanım:  C bir kategori olmak üzere  𝑓: 𝑋 → 𝑌    ve 𝑔: 𝑍 → 𝑌 

morfizmleri için  
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diyagramı değişmeli olsun. 𝑃’ herhangi bir obje olmak üzere  

 

diyagramı değişmeli olsun. Bu durumda  
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diyagramını değişmeli yapan 𝜀: 𝑃′ → 𝑃  morfizmi tek ise (𝑝₁, 𝑝₂) 

ikilisine 𝑓 ile 𝑔 morfizmlerinin geri çekmesi denir. P objesine geri 

çekme objesi denir.  

 Özel olarak 𝑔 = 𝑓 alınırsa  
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(𝑝₁, 𝑝₂) ikilisine 𝑓 morfizminin çekirdek ikilisi denir. 

 Geri çekme objeye sahip olan kategorilerde (Shammu, 1993) 

ve (Yılmaz ve Ulualan, 2019) da kullanılan yöntemler ile kategori 

üzerine topoloji kurmak mümkündür. 

Tanım : C  bir kategori ve (𝐷, 𝑑₁, 𝑑₂)  bu kategoride bir  𝑋 objesi 

üzerindeki denklik bağıntısı olmak üzere (𝑑₁, 𝑑₂) ikilisinin  eş-

eşitleyicisi, 𝑞, mevcut olsun Yani  

 

𝑞 ∘ 𝑑₁ = 𝑞 ∘ 𝑑₂ 

için 𝐴 objesinden kalkan bir 𝑞′ morfizmi için  

𝑞′ ∘ 𝑑₁ = 𝑞′ ∘ 𝑑₂ 

olduğunda 𝑓 ∘ 𝑞 = 𝑞′ olacak şekilde 𝑓: 𝐴 → 𝐵 morfizmi tek olsun.  

Ayrıca  
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diyagramı geri çekme oluyorsa, yani (𝑑₁, 𝑑₂)  ikilisi 𝑞 

morfizminin çekirdek ikilisi ise  𝐴 objesi üzerindeki (𝐷, 𝑑₁, 𝑑₂) 

denklik bağıntısına etkili bağıntı denir. 

Tanım :  Eğer C kategorisi için  

 1) Her morfizmin çekirdek ikilisi vardır ve bu 

çekirdek ikili eş-eşitleyiciye sahiptir. 

 2) Her denklik bağıntısı etkili bağıntıdır. 

şartları sağlanıyorsa C kategorisine tam kategori denir. 

 Çaprazlanmış modüller için kategoriksel özellikleri 

üzerine gruplar üzerinde (Wagemann, 2021), (Brown, 1984), 

cebirler üzerinde (Ellis, 1988), grupoidler üzerinde (Brown,1987) 

çeşitli çalışmalar bulunmaktadır. Lie cebirleri üzerinde(İğde ve 

Yılmaz, 2023), (Ellis, 1991) ve homotopi yüksek tiplerde de (Mutlu 

ve Porter, 1988),(Yılmaz, 2023) çalışmaları yapılmıştır. Homotopi 

2-tip ve daha yüksek boyutlarda kategorik özelliklerin incelendiği 

çok az rastlanılmaktadır. Homotopi 2-tip yapılarda bulunan 

kategoriksel özelliklerin incelenerek üst boyutlarda bu ve benzeri 

özelliklerin korunması veya nasıl değiştiğinin araştırılması 

önemlidir. 
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BÖLÜM III 

 

 

α-Kenmotsu Manifoldlar Üzerinde Ricci Solitonlar 

 

 

 

Hakan ÖZTÜRK1 

Emine BEKTAŞ2 

 

Giriş 

Hemen hemen değme metrik manifoldların bir sınıfı olan, 

Kenmotsu manifoldlar ilk olarak Kenmotsu tarafından tanıtılmıştır 

(Kenmotsu, 1972). Kenmotsu manifoldları Levi-Civita 

konneksiyonları aracılığıyla karakterize edilebilir. Kenmotsu, tensör 

denklemleri ile karakterize edilen, katlı çarpımla yakından ilişkili bir 

yapıdan ibarettir. Yani, her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀)  için, aşağıdaki 

denklemlerle verilebilir:   

  𝛻𝑋𝜉 = 𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉,                                                          (1) 
(𝛻𝑋𝜙)𝑌 = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜙𝑋. 

 

 
1  Doç. Dr., Afyon Kocatepe Üniversitesi, Afyon Meslek Yüksekokulu, 
hakser23@gmail.com 
2  Y. Lisans Öğr.,  Afyon Kocatepe Üniv., Fen Bil. Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı, 
eminebektasmt@gmail.com 
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(1) denklemleriyle ifade edilen (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) -yapısı normaldir. 

Kenmotsu yapılar için Killing vektör alanı mevcut olmadığından 

Kenmotsu yapılar Sasakian yapıda değildirler. Aynı zamanda, bu 

koşulları sağlayan Kenmotsu manifoldları kompakt bir yapıya sahip 

değildir. Pek çok farklı yazar Kenmotsu ve hemen hemen Kenmotsu 

manifoldlarını çalışmışlardır (De & Pathak, 2004), (Kim & Pak, 

2005), (Jun & ark., 2005), (Öztürk 2022, Öztürk & ark., 2017-2021).   

Riemann geometrisinde ilgi çekici konulardan biri de Einstein 

manifoldlarıdır. Bir Riemann manifoldunda, eğer Ricci tensörü 

metrik ile orantılı ise yani, 𝑆 = 𝑡𝑔 olacak şekilde bir 𝑡 fonksiyonu 

varsa, o zaman Riemann manifoldu Einstein manifoldu olarak 

adlandırılır. Bu manifoldlar, uzay-zamanda bir kütle tarafından 

üretilen yerçekimi etkilerini açıklamaya çalışan Einstein'ın alan 

denklemleriyle çok bağlantılıdır (Besse, 1987). Poincaré, 20. 

yüzyılın başlarında her basit bağlantılı, kapalı 3-boyutlu manifoldun 

𝑆³ küresine homeomorfik olduğunu iddia etmiştir. Yani, bu iddia ; 

3-kürenin her bir ilmeğinin sürekli olarak bir noktaya küçülebildiği 

tek 3-boyutlu uzay olduğunu ifade etmektedir. Bu varsayım Poincaré 

hipotezi olarak adlandırılmıştır. Önceleri ispatı kolay olarak 

düşünülse de ancak bir sonraki yüzyılda ispatlanmıştır. Poincaré'i 

takiben Thurston, kompakt 3-boyutlu manifoldların tam 

sınıflandırılmasıyla ilgili olan geometrizasyon varsayımını ortaya 

atmıştır. Dolayısıyla, artık Poincaré varsayımına da en azından bir 

cevap verilebilmiş oldu. 

Poincaré hipotezini ispatlamak için en büyük adımı Hamilton 

yaptı. Hamilton meşhur makalesinde Ricci akışınını literature 

kazandırarak büyük bir iş başardı (Hamilton, 1982). Bu 

çalışmasından sonra yazar yüzeyler üzerinde  Ricci akışı incelemiştir 

(Hamilton, 1988). Ancak Ricci akışı tekillikler oluşturma 

eğiliminden uzak değildi. Bu durum akışın durmasına sebep 

oluyordu. Daha sonra Perelman, yeni bir yöntemle akışı 

tekilliklerden kurtardı (Perelman, 2002). Sonuç olarak, Poincaré 

hipotezi de çözülmüş oldu. 
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    İşte bu bilgiler ışığında, yeni bir yapı olarak adlandırılan Ricci 

solitonlar, süreç boyunca Ricci akışından ortaya çıkmıştır. Ricci 

solitonlar, Ricci akışında tekilliklerin oluşumunu gösterir ve öz 

benzer çözümler olarak karşımıza çıkar. Literatüre baktığımızda 

Ricci solitonlarına örnek bulmak için Einstein benzeri yapıya sahip 

Riemann manifoldlarının araştırıldığını görürüz. Ricci solitonlar 

özellikle fizikte önemli bir yere sahiptir. Genellikle quasi Einstein 

şeklinde ifade edilirler. 

Bu çalışmada, bazı simetrik tensör ve eğrilik tensör özellikleri 

yardımıyla 𝛼 -Kenmotsu manifoldlar üzerinde Ricci solitonlar 

incelenmiştir. Bu çalışmanın son bölümünde, 𝛼 -Kenmotsu 

manifoldlar üzerinde açıklayıcı bir örnek verilmiştir. 

Temel Kavramlar  

      𝑀 bir (2𝑛 + 1)-boyutlu türevlenebilir bir manifold olsun. Her 

𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

                                   𝜙2𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉,  𝜂(𝜉) = 1, 𝜙(𝜉) = 0,  

𝜂 ∘ 𝜙 = 0                            (2) 

şartlarını sağlayan (1,1)-tipli bir tensör alanı 𝜙, bir vektör alanı 𝜉 ve 

𝜂 , 1-formuna sahipse 𝑀  manifolduna bir hemen hemen değme 

manifold denir (Blair, 1976).  

Eğer bir hemen hemen değme manifoldu  

                                                 𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                                             

(3) 

olacak şekilde bir 𝑔 ile donatılmış ise bu durumda  (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir 

hemen hemen değme metrik manifold olarak adlandırılır. O halde, 

(3) denklemi 

                                                       𝑔(𝜙𝑋, 𝑌) = −𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)                                                          

(4)   yardımıyla 

                                                           𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜉)                                                                   

(5) 
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ile verilebilir. Bir hemen hemen değme metrik yapı için 𝑔(𝜉, 𝜉) = 1 

olduğu aşikardır.  

       Bir hemen hemen değme değme metrik manifoldun temel 2-

formu  

Φ(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)                                                                   (6) 

şeklinde tanımlıdır. 𝑅 Riemann eğrilik tensörü 

𝑅(𝑋, 𝑌) = [𝛻𝑋, 𝛻𝑌] − ∇[𝑋,𝑌]                                                         (7) 

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca, 𝑄  Ricci operatörü Ricci tensörü 

yardımıyla 

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑄𝑋, 𝑌)                                                                     (8) 

ile tanımlıdır (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen pseudo metrik 

(𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  manifoldunun 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  için her zaman  bir özel 

lokal ortonormal {𝐸𝑖 , 𝜙𝐸𝑖 , 𝜉} tabanı vardır. Bu tabana bir lokal 𝜙-

tabanı adı verilir (O’neil, 1983). 

      (2𝑛 + 1) -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold 
(𝜙, 𝜉, 𝜂) -yapısı ile verilsin. Eğer manifoldu 𝑀 × ℝ  şeklinde 

düşünürsek, her vektör alanı 𝑋  için, (𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
)  yardımıyla 𝑀 × ℝ 

üzerinde bir vektör alanı belirtebiliriz. Burada 𝑡 , ℝ   üzerindeki 

koordinat ve 𝑓 , 𝑀 × ℝ  üzerinde bir türevlenebilir fonksiyondur. 

Böylece 𝑀 × ℝ üzerinde 𝐽 hemen hemen kompleks yapısı 

  𝐽 (𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) = (𝜙𝑋 − 𝑓𝜉, 𝜂(𝑋)

𝑑

𝑑𝑡
)                                                 (9) 

şeklinde tanımlanabilir. Eğer 𝐽  integrallenebilir ise hemen hemen 

değme metrik (𝜙, 𝜉, 𝜂)-yapısının normal olduğu açıktır. 𝐽 kompleks 

yapısının integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart 

   [𝜙, 𝜙](𝑋, 𝑌) + 2𝑑𝜂(𝑋, 𝑌)𝜉 = 0                                                (10) 

denkleminin sağlanmasıdır (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen 

Kenmotsu manifoldu 

  𝑑𝜂 = 0, 𝑑Φ = 2(𝜂 ∧ Φ)                                                          (11) 
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şartlarını sağlayan bir hemen hemen değme metrik manifolddur. Bir 

normal hemen hemen Kenmotsu manifoldun bir Kenmotsu manifold 

olduğunu hatırlayalım.  (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  bir hemen hemen değme 

metrik manifold olsun.  𝛼 ∈ ℝ ve 𝛼 ≠ 0 olmak üzere,   

  𝑑𝜂 = 0, 𝑑Φ = 2𝛼(𝜂 ∧ 𝛷 )                                                    (12) 

şartları sağlanıyorsa, 𝑀 manifolduna bir hemen hemen 𝛼-Kenmotsu 

manifold denir (Kim & Pak, 2005). Özel olarak, 𝛼 = 1 için, 𝑀 bir 

hemen hemen Kenmotsu manifoldudur (Kenmotsu, 1972). Normal 

hemen hemen 𝛼 -Kenmotsu manifoldu da 𝛼 -Kenmotsu manifold 

olarak adlandırılır. 

      Önerme 1. 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir hemen hemen 𝛼-Kenmotsu 

manifoldu olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

−𝜙(𝛻𝜙𝑋𝜙)𝑌 + (𝛻𝑋𝜙)𝑌 = −2𝛼𝜂(𝑌)𝜙𝑋 + (𝑔(𝛼𝜙𝑋 + ℎ𝑋, 𝑌)𝜉) (13) 

önermesi geçerlidir (Öztürk, 2021).  

      Önerme 2. 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir hemen hemen 𝛼-Kenmotsu 

manifold olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝑀 nin bir 𝛼-Kenmotsu 

manifoldu olması için aşağıda verilen önermenin sağlaması gerek ve 

yeterdir: 

(𝛻𝑋𝜙)𝑌 = 𝛼[𝑔(𝜙𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜙𝑋]                                         (14) 

(Öztürk, 2020). 

      Önerme 3. 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir hemen hemen 𝛼-Kenmotsu 

manifold olsun. Bu durumda, aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 𝛻𝑋𝜉 = −𝛼𝜙2𝑋 + ℎ𝜙𝑋                                                                (15) 

(∇𝑋𝜂)𝑌 = 𝛼[𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)] + 𝑔(ℎ𝑋, 𝜙𝑌)                       (16) 

(Öztürk, 2021). 

 

Eğrilik Özellikleri 
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      Bu bölümde, 𝛼 -Kenmotsu manifoldlar üzerinde temel eğrilik 

özellikleri incelenmiştir. Bu özellikleri temel sonuçlar bölümünde 

kullanacağız.  

      Önerme 4. 𝑀 , (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu manifold 

olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

 𝛻𝑋𝜉 = 𝛼𝑋 − 𝛼𝜂(𝑋)𝜉                                                                (17) 

(𝛻𝑋𝜂)𝑌 = 𝛼[𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)]                                            (18) 

 𝑅(𝑋, 𝑌)𝜉 = −𝛼²[𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌]                                           (19) 

𝑅(𝑋, 𝜉)𝑌 = 𝛼²[𝑔(𝑌, 𝑋)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋]                                           (20) 

𝑅(𝑋, 𝜉)𝜉 = 𝛼²𝜙²𝑋                                                                      (21) 

𝜂(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍) = 𝛼²[−𝜂(𝑋)𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍)]                    (22) 

𝑆(𝑋, 𝜉) = −2𝛼²𝑛𝜂(𝑋)                                                                 (23) 

𝑄𝜉 = −2𝛼²𝑛𝜉                                                                              (24) 

𝑆(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝛼2𝑆(𝑋, 𝑌) + 2𝛼²𝑛[−𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)]         (25) 

eşitlikleri geçerlidir. Burada 𝛼 sabit reel sayıdır (Öztürk & ark., 

2017). 

      Önerme 5. 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir 𝛼-Kenmotsu manifold 

olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝑑𝑖𝑣𝜂 = −2𝑛𝛼, 𝑑𝑖𝑣𝜉 = 2𝛼𝑛, 𝐾(𝜉, 𝑌) = 𝛼²                               (26) 

Burada {𝑒₁, ⋯ , 𝑒𝑛, 𝜙𝑒₁, ⋯ , 𝜙𝑒𝑛, 𝜉} , 𝑀  üzerinde bir lokal 𝜙 -tabanı 

olarak alınmıştır (Öztürk, 2021). 

      Tanım 1. 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir 𝛼-Kenmotsu manifold olmak 

üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝜇₁𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝜇₂𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                                          (27) 
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koşulu sağlanıyorsa, 𝑀 ye bir 𝜂-Einstein manifoldu denir, burada 𝜇₁ 

ve 𝜇 ₂, 𝑀  üzerindeki keyfi fonksiyonlardır. Özel olarak, 𝜇 ₂=0 

alındığında 𝑀 bir Einstein manifoldu olur (Blair, 1976). 

      Önerme 6. 𝑀 , (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝜂 -Einstein 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝜇₁ + 𝜇₂ = −2𝑛𝛼²                                                            (28) 

𝑟 = 𝜇₁(2𝑛 + 1) + 𝜇₂                                                       (29) 

  𝜇₁ =
𝑟+2𝑛𝛼²

(2𝑛+1)−1
                                                                (30) 

𝜇₂ = [
2𝑛(𝛼2+𝑟)+𝑟

(2𝑛+1)−1
]                                                            (31) 

eşitlikleri sağlanır.  Burada 𝑟, 𝑀 nin skalar eğriliğidir. 

      İspat. (23) ve (27) eşitlikleri 𝑌 = 𝜉 için birlikte ele alınırsa, 

𝑆(𝑋, 𝜉) = 𝜇₁𝜂(𝑋) + 𝜇₂𝜂(𝑋) =−2𝛼²𝑛𝜂(𝑋) 

denklemi gereğince 

𝜇₁ + 𝜇₂ = −2𝛼²𝑛 

bulunur. Bu son eşitlik yardımıyla (28) eşitliğine ulaşılır. Bundan 

başka, (27) eşitliğinde 𝐸𝑖 = {𝑒₁, ⋯ , 𝑒𝑛, 𝜙𝑒₁, ⋯ , 𝜙𝑒𝑛, 𝜉}, 𝑀 üzerinde 

bir lokal 𝜙 -tabanı için, 𝑋 = 𝑌 = 𝐸𝑖  alınır ve 𝑖 indeksi üzerinden 

kontraksiyon yapılırsa 

𝑟 = 𝜇₁(2𝑛 + 1) + 𝜇₂ 

eşitliği yardımıyla (29) elde edilir.  

Bunlara ilaveten, (28) ve (29) eşitlikleri yardımıyla 

𝜇₁ − (2𝑛 + 1)𝜇₁ = −2𝑛𝛼2 − 𝑟 

ve 
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−𝜇2((2𝑛 + 1)) = 2𝑛𝛼2 + 𝑟 + 2𝑛𝑟 

yazılır. Yukarıdaki eşitlikler sırasıyla düzenlenirse, (30) ve (31) 

eşitliklerinin ispatları açıktır. 

Ricci Solitonlar 

Bu bölümde, 𝛼-Kenmotsu manifoldları üzerinde Ricci soliton 

kavramını inceleyeceğiz. 

Tanım 2. (𝑀, 𝑔₀)  bir 𝑛 -boyutlu Riemann manifoldu olsun. 

Aşağıda verilen kısmi türevli diferensiyel denkleme 𝑔  metrik 

tensörünü değiştiren Ricci akışı adı verilir: 

𝜕/𝜕𝑠(𝑔(𝑠)) + 2𝑆(𝑔(𝑠)) = 0,                                           (32) 

𝑔(0) = 𝑔₀ 

(Hamilton, 1982). 

Tanım 3. (𝑀, 𝑔) bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Eğer 

𝑀 üzerinde keyfi vektör alanları 𝑋, 𝑌 ve 𝑉 için, 𝜆 gerçel bir skaler 

olmak üzere, 

 (𝐿𝑉𝑔)(𝑋, 𝑌) + 2𝑆(𝑋, 𝑌) + 2𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) = 0                               (33) 

denklemi sağlanıyorsa, (𝑀, 𝑔)  ye Ricci soliton denir. Burada 𝑉 

vektör alanı da Ricci solitonun potansiyel vektör alanı ve 𝐿𝑉𝑔 de 𝑉 

yönündeki 𝑔  metriğinin Lie türevidir. Bu durumda, Ricci soliton 

(𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆) ile sembolize edilir. (𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆) Ricci solitonuna 𝜆 nın 

𝜆 < 0, 𝜆 = 0  ve 𝜆 > 0  durumları için, sırasıyla, daralan, 

değişmeyen ve genişleyen Ricci soliton adı verilir (Hamilton, 1988). 

Tanım 4. (𝑀, 𝑔) bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu olsun. 𝐿𝑉𝑔, 

𝑉 yönündeki 𝑔 metriğinin Lie türevi olmak üzere, 

(𝐿𝑉𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(∇𝑋𝑉, 𝑌) + 𝑔(𝑋, 𝛻𝑌𝑉)                                    (34) 

dır (Yano ve Kon, 1984). 

Tanım 5. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. Eğer 𝑀 üzerinde (𝑔, 𝑉, 𝜆) Ricci solitonu mevcutsa, 
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(𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆)  ya Ricci solitonlu 𝛼 -Kenmotsu manifold denir 

(Hamilton, 1988, Kenmotsu, 1972). 

Önerme 6. (𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu 𝛼-

Kenmotsu manifold olsun. Eger 𝑉 potansiyel vektör alanı 

𝜉 karakteristik vektör alanı olarak seçilirse yani, 𝑀  üzerinde 

(𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonu için, Ricci eğrilik tensör alanı 

  𝑆(𝑋, 𝑌) = −(𝛼 + 𝜆)𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝛼𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                             (35) 

denklemini sağlar. 

İspat.    Hipoteze göre (𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆) Ricci solitonlu 𝛼-Kenmotsu 

manifold olmak üzere, (34) denkleminde 𝑉 = 𝜉 alınırsa 

 (𝐿𝜉𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝛻𝑋𝜉, 𝑌) + 𝑔(𝛻𝑌𝜉, 𝑋)                                     (36) 

bulunur. (36) eşitliği (33) eşitliğinde yerine yazılırsa 

𝑔(𝛻𝑋𝜉, 𝑌) + 𝑔(𝛻𝑌𝜉, 𝑋) + 2𝑆(𝑋, 𝑌) + 2𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) = 0        (37) 

elde edilir. Ayrıca, (17) ve (37) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa 

2𝑆(𝑋, 𝑌) + 2𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝛼[𝑔(𝜑²𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝜑²𝑌, 𝑋)] = 0  (38) 

yazılır. (2) eşitliği yardımıyla (38) eşitliği düzenlenirse 

𝑆(𝑋, 𝑌) + 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝛼[𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)] = 0                    (39) 

denklemine ulaşılır. Böylece (39) eşitliği göz önüne alındığında (35) 

eşitliğinin ispatı tamamlanmış olur. 

Önerme 7. (𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu 𝛼-

Kenmotsu manifold olsun. Eger 𝑉 potansiyel vektör alanı 

𝜉 karakteristik vektör alanı olarak seçilirse yani, 𝑀  üzerinde 

(𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonu için, aşağıdaki önermeler geçerlidir: 

𝑆(𝑋, 𝜉) = −𝜆𝜂(𝑋)                                                               (40) 

𝑄𝑋 = 𝜂(𝑋)𝜉 − (1 + 𝜆)𝑋                                                     (41) 

𝑄𝜉 = −𝜆𝜉,                                                                            (42) 

𝑆(𝜉, 𝜉) = −𝜆                                                                       (43) 
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 𝑟 = 𝛼 − (2𝑛 + 1)(𝛼 + 𝜆).                                                 (44) 

 

İspat. (35) eşitliğinde 𝑌 = 𝜉 alınırsa 

 𝑆(𝑋, 𝜉) = −(𝛼 + 𝜆)𝑔(𝑋, 𝜉) + 𝛼𝜂(𝑋)𝜂(𝜉)                                 (45) 

yazılır. Yani, (45) eşitliğinden 

𝑆(𝑋, 𝜉)   =  −(𝛼 + 𝜆)𝜂(𝑋) + 𝛼𝜂(𝑋) 

 =  −𝛼𝜂(𝑋) + 𝛼𝜂(𝑋) − 𝜆𝜂(𝑋) 

elde edilir. Bu da (40) eşitliğinin doğruluğunu gösterir. 

(8) eşitliğinde verilen Ricci operatörü ile (35) eşitliği kullanılarak 

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑄𝑋, 𝑌) = −(𝛼 + 𝜆)𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝛼𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)              (46) 

bulunur. (46) eşitliğinde Ricci operatörü çekilirse (41) eşitliğine 

ulaşılır. 

(42) ve (43) eşitliklerinin ispatı (41) eşitliğinin kullanılmasıyla 

açıktır. Son olarak, (35) eşitliğinde 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1 için, 𝑋 = 𝑌 =
𝐸𝑖 ye göre kontraksiyon uygulanırsa ispat aşikardır. 

Temel Sonuçlar 

      Bu bölümde, bazı simetrik tensör alanları yardımıyla 𝛼 -

Kenmotsu manifoldları üzerinde Ricci solitonlarla ilgili sonuçlar 

verilmiştir. 

Teorem 1. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. Eğer 𝑀  üzerinde ikinci mertebeden simetrik bir 

paralel kovaryant tensör alanı mevcutsa, o zaman bu tensör alanı ile 

metrik tensör lineer bağımlıdır. 

      İspat. Hipotez gereğince (0,2)-tipli bir tensör alanı ℎ olsun. Bu 

tensör alanı Levi-Civita anlamında paralel ise 

   𝛻ℎ = 0                                                                                      (47) 

dır. Bu durumda, 
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    𝛻²ℎ(𝑈, 𝑉; 𝑍, 𝑌) − 𝛻²ℎ(𝑈, 𝑉; 𝑌, 𝑍) = 0                                    (48) 

yazılır. (48) eşitliği göz önüne alınarak 

 ℎ(𝑍, 𝑅(𝑈, 𝑉)𝑌) + ℎ(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑍, 𝑌) = 0                                      (49) 

elde edilir. (49) eşitliğinde 𝑌 = 𝑍 yerine 𝜉 alınırsa, 

−𝛼²[𝜂(𝑉)ℎ(𝑈, 𝜉) − 𝜂(𝑈)ℎ(𝑉, 𝜉)] = 0                                      (50) 

bulunur. Burada 𝛼 ≠ 0 olup, (50) eşitliğinde 𝑈 = 𝜉 seçilirse 

  −𝛼²[𝜂(𝑉)ℎ(𝜉, 𝜉) − ℎ(𝑉, 𝜉)] = 0                                              (51) 

olur. (51) eşitliğinin düzenlenmesiyle 

  ℎ(𝑉, 𝜉) = ℎ(𝜉, 𝜉)𝜂(𝑉)                                                              (52) 

dır. (52) eşitliğinin her iki tarafının 𝑈 vektör alanına göre kovaryant 

türevi alınırsa 

  ℎ(𝛻𝑈𝑉, 𝜉) + ℎ(𝑉, 𝛻𝑈𝜉) + (𝛻𝑈ℎ)(𝑉, 𝜉)                                    (53) 

= 𝜂(𝛻𝑈𝑉)ℎ(𝜉, 𝜉) + 𝜂(𝑉)(𝛻𝑈ℎ)(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑉)ℎ(𝛻𝑈𝜉, 𝜉)
+ (𝛻𝑈𝜂)(𝑉)ℎ(𝜉, 𝜉) 

yazılır.  

(47) ve (52) eşitliklerinin kullanılmasıyla (53) eşitliği 

ℎ(𝑈, 𝑉) = ℎ(𝜉, 𝜉)𝑔(𝑈, 𝑉) 

haline indirgenir. Bu son eşitlikte ℎ(𝜉, 𝜉) değerinin sabit olduğu (52) 

eşitliğinden dolayı aşikardır. Böylece ispat tamamlanır. 

      Teorem 2. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. Eğer 𝑀  üzerinde keyfi vektör alanları için, 

(𝐿𝑉𝑔)(𝑋, 𝑌) + 2𝑆(𝑋, 𝑌)  tensör alanı paralel ise o zaman 

(𝑀, 𝑔, 𝑉, 𝜆) bir Ricci solitonlu 𝛼-Kenmotsu manifoldu olur. Burada 

𝜆 reel sabit olmak üzere, ℎ(𝜉, 𝜉) = −2𝜆 dır. 

      İspat. 𝑀 üzerinde bir Ricci soliton (33) denklemiyle tanımlıdır. 

Teorem 1 yardımıyla bir 𝛼 -Kenmotsu manifoldu üzerinde bir 

simetrik paralel (0,2)-tipli metrik tensör alanının 𝑔 metrik tensörüyle 
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lineer bağımlı olduğunu biliyoruz. Hipotezden dolayı (𝐿𝑉𝑔 + 2𝑆) 

paralel olacağından 

(𝐿𝑉𝑔)(𝑌, 𝑍) + 2𝑆(𝑌, 𝑍) = ℎ(𝜉, 𝜉)𝑔(𝑌, 𝑍) = 0                        (54) 

yazılabilir. Burada ℎ(𝜉, 𝜉) sıfırdan farklı bir sabittir. Bu nedenle, 

(54) eşitliğinde (1/2)ℎ(𝜉, 𝜉) = −𝜆 alınarak (33) eşitliğine ulaşılır. 

Bu da ispatı tamamlar.       

Teorem 3. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. Eğer 𝑀  üzerinde 𝑔  metriği 𝑉 = 𝜉  için bir Ricci 

solitona sahipse, o zaman 𝑀  bir 𝜂 -Einstein 𝛼 -Kenmotsu 

manifoldudur. 

      İspat.    (𝑀, 𝑔, 𝜉, 𝜆)  Ricci solitonlu 𝛼 -Kenmotsu manifold 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

(𝐿𝜉𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑔( 𝛻𝑋𝜉, 𝑌) + 𝑔( 𝛻𝑌𝜉, 𝑋) 

olmak üzere, Önerme 6 göz önüne alınırsa, 

𝑆(𝑋, 𝑌) = −𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝛼[𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)] = 0 

yazılır. Ayrıca, (28) eşitliğinden 

𝜇₁ = −(𝜆 + 𝛼),  𝜇2 = 𝛼 

seçilirse (𝑀, 𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonlu 𝛼-Kenmotsu manifoldu bir 𝜂-

Einstein yapıya sahip olacaktır. Böylece ispat sona erer. 

Teorem 4. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. O halde, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere, 𝑀 üzerindeki (𝑔, 𝜉, 𝜆) 

Ricci solitonu değişmeyen ve genişleyen durumda olamaz, daima 

daralan durumdadır. 

İspat. Bir 𝑉  vektör alanı ya 𝑉 ⊥ 𝜉  ya da 𝑉 ∈ 𝑆𝑝{𝜉} 

önermelerini sağlayacaktır. Burada birinci durum uygulamada 

kompleks analiz tarafından kullanılmaktadır. Yani, üzerinde 

bulunduğumuz yapı gereği 𝑉 = 𝜉 önermesini dikkate almalıyız. O 

halde, 𝑉 = 𝜉 için, 
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(𝐿𝜉𝑔)(𝜉, 𝜉) = 0                                                                    (55) 

ve 

  ℎ(𝜉, 𝜉) = −2𝜆                                                                    (56) 

olup, burada 

ℎ(𝜉, 𝜉) = (𝐿𝜉𝑔)(𝜉, 𝜉) + 2𝑆(𝜉, 𝜉)                                        (57) 

dır. (43) ve (55) eşitlikleri hesaba katılırsa, (57) eşitliği  

ℎ(𝜉, 𝜉) = 4𝑛𝛼²                                                                    (58) 

formuna indirgenir. (56)-(58) eşitlikleri yardımıyla 

  𝜆 = −2𝑛𝛼²                                                                    (59) 

elde edilir. Burada 𝛼 ≠ 0, 𝑛 ≥ 1 ve 𝛼² > 0 olduğundan 𝜆 asla sıfır 

veya negatif olamaz. Fakat daima 𝜆 < 0 olur. Dolayısıyla 𝑀 

üzerinde (𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonu daralandır. Böylece ispat 

tamamlanır. 

Teorem 5. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1) -boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu 

manifold olsun. Eğer 𝑛 ≥ 1 için, 𝑀 bir 𝜂-Einstein yapıya sahipse, o 

zaman değişen skalar eğrilikle verilen (𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonu daima 

genişleyen durumdadır. 

İspat.  𝑀 nin bir 𝛼-Kenmotsu manifold olduğunu varsayalım. 

(27), (30) ve (31) eşitlikleri yardımıyla 𝜇₁, 𝜇2: 𝑀 → ℝ fonksiyonları 

mevcuttur. Bu durumda, 𝑀  nin bir 𝜂 -Einstein 𝛼 -Kenmotsu 

manifoldu olduğunu söyleyebiliriz. 

    Şimdi, 𝑀 üzerinde Ricci soliton yapısının bir skalar eğriliğe 

sahip olduğunu gösterelim. 𝑀 üzerinde bir simetrik paralel 

kovaryant tensör alanı ℎ(𝑋, 𝑌) olmak üzere, 𝑉 = 𝜉 için, 

  ℎ(𝑋, 𝑌) = (𝐿𝜉𝑔)(𝑋, 𝑌) + 2𝑆(𝑋, 𝑌)                                   (60) 

ile verilebilir. (27), (30) ve (31) eşitliklerinin kullanılmasıyla (60) 

eşitliği 
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  ℎ(𝑋, 𝑌)   =  2[(𝑟/(2𝑛)) + 𝛼(𝛼 + 1)]𝑔(𝑋, 𝑌)                   (61) 

  −2[(𝑟/(2𝑛)) + 𝛼(1 + (2𝑛 + 1)𝛼)]𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)  

formunu alır. (61) eşitliğinin her iki tarafının 𝑊 vektör alanına göre 

kovaryant türevi alınır, 𝑊 = 𝜉  ve 𝑋, 𝑌 ∈ {𝑆𝑝}⊥  olarak seçilirse, 

𝛻ℎ = 0 olmak üzere, 

  𝛻𝜉𝑟 + 2𝑛𝛻𝜉(𝛼² + 𝛼) = 0                                                  (62) 

elde edilir. (62) eşitliğinin her iki tarafının 𝜉 ye göre integrali 

alınırsa, 

𝑟 = −2𝑛(𝛼² + 𝛼) + 𝑑                                                             (63) 

sonucuna ulaşılır. Burada 𝑑  bir integral sabitidir. Dolayısıyla 

𝑀 üzerinde skalar eğriliğe sahip Ricci solitonlar mevcuttur. Son 

olarak, (𝑔, 𝜉, 𝜆)  Ricci solitonunu inceleyelim. (33) eşitliği 

yardımıyla 

  ℎ(𝑋, 𝑌) + 2𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) = 0                                                   (64) 

yazılır. Bu son eşitlikte 𝑋 ve 𝑌 yerine 𝜉 alırsak, 

ℎ(𝜉, 𝜉) + 2𝜆 = 0                                                                 (65) 

dır. Ayrıca, (61) eşitliğinde de 𝑋 = 𝑌 = 𝜉 seçilirse 

ℎ(𝜉, 𝜉) + 4𝑛𝛼² = 0                                                                   (66) 

bulunur. (65) ve (66) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

  𝜆 = 2𝑛𝛼²                                                                                   (67) 

elde edilir. Burada hipotezlerimiz uyarınca (67) eşitliğinden 𝜆 daima 

pozitif olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 6. (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), 3-boyutlu bir 𝛼-Kenmotsu manifold 

olsun. Eğer 𝑀  bir 𝜂 -Einstein yapıya sahipse, 𝑀  üzerinde değişen 

skalar eğrilikle verilen (𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonu daima genişleyen 

durumdadır. 
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İspat. 𝑀  nin 3-boyutlu bir 𝛼 -Kenmotsu manifold olduğunu 

kabul edelim. O halde, 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍  =  −𝑔(𝑋, 𝑍)𝑄𝑌 + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑄𝑋 + 𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌 

   +(𝑟/2)[𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋]                                                  (68) 

(De ve Pathak 2004). (68) eşitliğinde 𝑍 yerine 𝜉  alınır ve gerekli 

düzenlemler yapılırsa 

 

 𝜂(𝑌)𝑄𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑄𝑌 + (2𝛼² + (𝑟/2))[𝜂(𝑋)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝑋] =
𝛼²[𝜂(𝑋)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝑋]          (69) 

bulunur. Tekrardan (69) eşitliğinde 𝑌 yerine 𝜉 alınırsa, 

𝑄𝑋 = ((𝑟/2) + 𝛼²)𝑋 − ((𝑟/2) + 3𝛼²)𝜂(𝑋)𝜉                   (70) 

dır. (70) eşitliğinin her iki tarafının 𝑊 vektör alanına göre iç çarpımı 

alınırsa, 

 𝑆(𝑋, 𝑊) = ((𝑟/2) + 𝛼²)𝑔(𝑋, 𝑊) − ((𝑟/2) + 3𝛼²)𝜂(𝑋)𝜂(𝑊)(71) 

yazılır. Bu durumda, 3-boyutlu 𝛼-Kenmotsu manifoldu 𝜂-Einstein 

yapıdadır. 

    Şimdi, Teorem 5 de uygulanan metodoloji yardımıyla Ricci 

soliton yapısının değişen bir skalar eğriliğe sahip olduğunu 

ispatlayalım. Bunun için, 

ℎ(𝑋, 𝑊) = 2[(𝑟/2) + 𝛼² + 𝛼]𝑔(𝑋, 𝑊) − 2[(𝑟/2) + 3𝛼² + 𝛼]𝜂(𝑋)𝜂(𝑊)  (72) 

eşitliğinin 𝑌  vektör alanı yönündeki kovaryant türevi 𝑌 = 𝜉  ve 

𝛻ℎ = 0 için, 

𝛻𝜉𝑟 + 2𝛻𝜉(𝛼² + 𝛼) = 0                                           (73) 

bulunur. (73) eşitliğinin her iki tarafı 𝜉 ye göre integre edilirse, bu 

takdirde 

𝑟 = −2𝛼(𝛼 + 1) + 𝑑 
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elde edilir. O halde 3-boyutlu 𝛼 -Kenmotsu manifoldu üzerinde 

(𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonunun değişen skalar eğriliğe sahip olduğunu 

gösterdik. Son olarak, 3-boyutlu 𝛼-Kenmotsu manifoldu üzerinde 

(𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonunu araştıralım. (33) ve (61) eşitlerinde 𝑋 =
𝑌 = 𝜉 alınırsa, 

ℎ(𝜉, 𝜉) + 2𝜆 = 0, ℎ(𝜉, 𝜉) + 4𝛼² = 0 

elde edilir. Bu eşitlikler kullanılırsa 𝜆 = 2𝛼²  sonucuna ulaşılır. 

Böylece 𝛼 ≠ 0  ve 𝛼² > 0 (𝑛 = 1)  olduğundan 𝜆  değeri daima 

pozitiftir. Bundan dolayı, 𝑀  üzerinde (𝑔, 𝜉, 𝜆)  Ricci solitonu her 

zaman genişleyendir. Bu da ispatı sonlandırır. 

      Örnek 1. 3-boyutlu bir 𝑀  manifoldunu 𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ³} 

şeklinde alalım. Burada (𝑥, 𝑦, 𝑧),  ℝ³  uzayındaki standart 

koordinatlardır. 𝑀 de vektör alanlarını 

𝐸₁ = 𝜇₂𝑒−𝛼𝑧(𝜕/𝜕𝑥) + 𝜇₁𝑒−𝛼𝑧(𝜕/𝜕𝑦) 

𝐸₂ = −𝜇₁𝑒−𝛼𝑧(𝜕/𝜕𝑥) + 𝜇₂𝑒−𝛼𝑧(𝜕/𝜕𝑦) 

𝐸₃ = (𝜕/𝜕𝑧) 

biçiminde seçelim. Bundan sonraki hesaplamalarda kısalık için 𝑡₁ ve 

𝑡₂ fonksiyonlarını 

𝑡₁(𝑧) = 𝜇₂𝑒−𝛼𝑧, 𝑡₂(𝑧) = 𝜇₁𝑒−𝛼𝑧 

alalım. Burada 𝜇₁, 𝜇₂  ve 𝛼 sabitleri için, 𝜇₁² + 𝜇₂²  ve 𝛼 sıfırdan 

farklıdır. 𝑀 nin her bir noktasında {𝐸₁, 𝐸₂, 𝐸₃}  kümesinin lineer 

bağımsız olduğu açıktır. Ayrıca, 𝑀 üzerinde 𝑔  Riemann metrik 

tensör çarpımı 

𝑔 = (𝑡₁² + 𝑡₂²)⁻¹(𝑑𝑥 ⊗ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 ⊗ 𝑑𝑦) + 𝑑𝑧 ⊗ 𝑑𝑧. 

ile tanımlansın. 𝑀 üzerinde keyfi vektör alanı 𝑋 olmak üzere, 𝜂 1-

formu 

𝑔(𝑋, 𝐸₃) = 𝜂(𝑋) 
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ve (1,1)-tipli tensör alanı 𝜑 

 

𝜑(𝐸₁) = 𝐸₂, 𝜑(𝐸₂) = −𝐸₁, 𝜑(𝐸₃) = 0 

şeklinde tanımlı olsunlar. Bundan başka, 

[𝐸₁, 𝐸₃] = 𝛼𝐸₁, [𝐸₂, 𝐸₃] = 𝛼𝐸₂, [𝐸₁, 𝐸₂] = 0 

ve 

𝛻𝐸₁𝐸₁ = −𝛼𝐸₃, 𝛻𝐸₂𝐸₁ = −𝐸₃, 𝛻𝐸₃𝐸₁ = 0 

𝛻𝐸₁𝐸₂ = −𝐸₃, 𝛻𝐸₂𝐸₂ = −𝛼𝐸₃, 𝛻𝐸₃𝐸₂ = 0 

𝛻𝐸₁𝐸₃ = 𝛼𝐸₁, 𝛻𝐸₂𝐸₃ = 𝛼𝐸₂, 𝛻𝐸₃𝐸₃ = 0 

elde edilir. O halde, yapıyı kontrol etmek için 𝑀 nin temel 2-formu 

𝛷 nin sıfırdan farklı bileşenlerini incelemek yeterli olacaktır: 

𝛷(𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦) = −(𝑡₁² + 𝑡₂²)⁻¹ = −(𝜇₁² + 𝜇₂²)⁻¹𝑒2𝛼𝑧. 

𝜂 = 𝑑𝑧 olduğundan yukarıdaki eşitlik 𝑀 üzerinde 𝑑𝛷 = 2𝛼(𝜂 ∧ 𝛷) 

denklemini gerektirir. Böylece kurduğumuz (𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen 

hemen 𝛼-Kenmotsu yapısıdır. Burada 𝜑 tensör alanının Nijenhuis 

tensörü özdeş olarak sıfırdır. Başka bir ifadeyle, 𝑀 bir 𝛼-Kenmotsu 

manifoldudur. 

Riemann eğrilik tensörü 𝑅  nin kullanılmasıyla, 𝑅  nin sıfırdan 

farklı bileşenleri aşağıda verilmiştir: 

𝑅(𝐸₁, 𝐸₂)𝐸₁ = 𝛼(𝛼𝐸₂ − 𝐸₁), 𝑅(𝐸₁, 𝐸₃)𝐸₂ = 𝛼𝐸₃, 𝑅(𝐸₁, 𝐸₂)𝐸₂
= 𝛼(𝐸₂ − 𝛼𝐸₁) 

𝑅(𝐸₁, 𝐸₃)𝐸₁ = 𝛼²𝐸₃, 𝑅(𝐸₁, 𝐸₃)𝐸₃ = −𝛼²𝐸₁, 𝑅(𝐸₂, 𝐸₃)𝐸₁ = 𝛼𝐸₃ 

𝑅(𝐸₂, 𝐸₃)𝐸₃ = −𝛼²𝐸₂, 𝑅(𝐸₂, 𝐸₃)𝐸₂ = 𝛼²𝐸₃, 𝑅(𝐸₃, 𝐸₂)𝐸₁ = −𝛼𝐸₃ 

Ricci tensörü tanımı gereğince, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3 için, 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑆(𝐸𝑖 , 𝐸𝑗) 
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olduğundan sadece 𝑖 = 𝑗  durumunda 𝑆𝑖𝑖 = −2𝛼²  dır. Aksi halde, 

𝑖 ≠ 𝑗 durumunda ise 𝑆𝑖𝑗 = 0 dır. Yani, 

𝑆(𝐸₁, 𝐸₁) = 𝑔(𝑅(𝐸₁, 𝐸₃)𝐸₃, 𝐸₁) + 𝑔(𝑅(𝐸₁, 𝐸₂)𝐸₂, 𝐸₁) = −2𝛼² 

ve 

𝑆(𝐸₃, 𝐸₃) = 𝑆(𝐸₂, 𝐸₂) = −2𝛼² 

dır. Ayrıca, 𝑀 nin skalar eğriliği de 

𝑟 = 𝑆(𝐸₁, 𝐸₁) + 𝑆(𝐸₂, 𝐸₂) + (𝐸₃, 𝐸₃) = −6𝛼² 

olur. Şimdi, 𝑀 üzerinde (𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci solitonunu göz önüne alalım. 

𝑋 = 𝑌 = 𝐸𝑗 ve 1 ≤ 𝑗 ≤ 3 için, 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₁, 𝐸₁) = 𝑔(𝛻𝐸₁𝜉, 𝐸₁) + 𝑔(𝛻𝐸₁𝜉, 𝐸₁) 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₁, 𝐸₁) = 2𝛼[𝑔(𝐸₁, 𝐸₁) − 𝜂(𝐸₁)𝜂(𝐸₁)] = 2 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₂, 𝐸₂) = 2𝛼[𝑔(𝐸₂, 𝐸₂) − 𝜂(𝐸₂)𝜂(𝐸₂)] = 2𝛼 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₃, 𝐸₃) = 2𝛼[𝑔(𝐸₃, 𝐸₃) − 𝜂(𝐸₃)𝜂(𝐸₃)] = 0  

dır. Bu nedenle, (33) eşitliği yardımıyla 𝑗 = 1 için, 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₁, 𝐸₁) + 2𝑆(𝐸₁, 𝐸₁) + 2𝜆𝑔(𝐸₁, 𝐸₁) = 0 

denklemine ulaşılır. Buradan yukarıdaki denklem düzenlenirse 

𝜆 = 𝛼(2𝛼 − 1) 

elde edilir. Benzer olarak, 𝑗 = 2 için, 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₂, 𝐸₂) + 2𝑆(𝐸₂, 𝐸₂) + 2𝜆𝑔(𝐸₂, 𝐸₂) = 0 

eşitliği kullanılarak yukarıda bulunan 𝜆 değerine ulaşılır. Son olarak, 

𝑗 = 3 için, 

(𝐿𝜉𝑔)(𝐸₃, 𝐸₃) + 2𝑆(𝐸₃, 𝐸₃) + 2𝜆𝑔(𝐸₃, 𝐸₃) = 0 

yardımıyla 
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𝜆 = 2𝛼² 

bulunur. Burada 𝛼² ≠ 0  ve 𝛼² > 0  olduğundan 𝛼  nın pozitif ve 

negatif değerleri için 𝜆 daima pozitiftir. Böylece (𝑀, 𝑔, 𝜉, 𝜆) Ricci 

solitonu genişleyen durumundadır. 

Tartışma ve Sonuç 

      Bu çalışmada, Ricci solitonlu 𝛼-Kenmotsu manifoldlarla ilgili 

bazı sonuçlar elde edilmiştir. Burada yapılan hesaplamalarda 𝛼 

sıfırdan farklı bir reel sayıdır. Bulunan yeni sonuçlar literatürde daha 

önce bulunan sonuçları da kapsayan daha genel ve sınıflayıcı 

niteliktedir. Gelecek çalışmalarımız; (𝜅, 𝜇, 𝜈)-uzayları, 𝐷-homotetik 

deformasyon ve bazı paralel tensör alanları yardımıyla hemen hemen 

𝛼-Kenmotsu manifoldlar üzerinde Ricci solitonlarla ilgili daha genel 

sonuçlar bulmaya adanacaktır.  
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BÖLÜM IV 

 

 

Gruplar Üzerinde Çaprazlanmış Modüller Ve 

Kompleksler 

 

 

 

 

Hatice TAŞBOZAN1 
 

Giriş 

Çaprazlanmış modüller, grup teorisi fikrini genişleterek gruplar 

arasındaki etkileşimi daha karmaşık bir şekilde inceleme imkanı 

sunan matematiksel yapılardır. Bunlar, bir grubun bir küme üzerine 

etki etmek yerine, birbirleriyle belirli bir şekilde etkileşen iki grubun 

doğal genelleştirmesidir.  

Özünde, bir çaprazlanmış modül, bir grup üzerinde nasıl etki 

ettiğini yakalayan bir homomorfizm ile birbirine bağlı iki grup içerir. 

Bu kavram, sadece saf matematikte değil, aynı zamanda topoloji, 

cebirsel geometri ve teorik fizik gibi çeşitli alanlarda da uygulama 

 
1 Dr. Öğr. Üyesi, Hatay Mustafa Kemal Üniversitesi, Fen Edebiyat Fakültesi, Matematik 
Bölümü, htasbozan@mku.edu.tr 
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bulur. Farklı bağlamlarda simetrileri ve dönüşümleri anlama 

açısından güçlü bir çerçeve sunar ve cebirsel yapılar arasındaki 

etkileşimi gösterir. 

Temelde, bir çaprazlanmış modül, geleneksel olarak 𝐺  ve 𝐻 

olarak gösterilen iki grup ile 𝜕: 𝐻 → 𝐺  ve •: 𝐺 × 𝐻 → 𝐻  olarak 

adlandırılan iki grup homomorfizmasını içerir. Bu 

homomorfizmalar, gruplar arasındaki ilişkiyi yakalayan belirli 

aksiyomları sağlar. 

İlk homomorfizm 𝜕: 𝐻 → 𝐺, sınır dönüşümü olarak bilinir. 𝐻 

elemanlarını 𝐺  içine dönüştürür ve 𝐻  grubunun 𝐺  üzerinde "nasıl 

dönüştürüldüğünü" ifade eder, aslında eşlenik etki yoluyla 𝐻 

grubunun 𝐺  üzerindeki elemanları nasıl etkilediğini gösterir. Bu 

eylem, iki grup arasındaki 'bükülme' veya 'etkileşim' türünü açıklar. 

İkinci homomorfizm, •: 𝐺 × 𝐻 → 𝐻 olarak gösterilen • ise etki 

veya çapraz işlem olarak adlandırılır. Bu işlem, 𝐺  grubunun 𝐻 

üzerindeki etkisini ifade eder ve 𝐺  elemanlarının 𝐻  elemanlarını 

grup etkisi ile nasıl etkilediğini belirtir. Bu etki, 𝐺  grubunun 𝐻 

üzerindeki işlemleri ile 𝐻  grubunun 𝐺  üzerindeki eylemleri 

arasındaki uyumluluk koşulları yoluyla ilişkilendirilir. 

Bu homomorfizmaların ve etkileşimlerinin sağladığı 

aksiyomlar, grup etkileşimlerini ve simetrilerini çeşitli matematiksel 

bağlamlarda incelemek için zengin bir yapı sunar. 

Çaprazlanmış modüller, özellikle homotopi gruplarını, kaplama 

uzaylarını ve daha yüksek boyutlu cebirsel yapıları anlama 

konusunda, özellikle de cebirsel topolojide, uygulamalar sunar. 

Ayrıca, özellikle kalibre teorisi ve fiziksel sistemlerdeki simetrilerin 

çalışılması gibi teorik fizikle bağlantıları vardır. 

Çaprazlanmış Modül 

Bir çaprazlanmış modül (Whitehead, 1949), 𝐺, 𝐻  birer grup,  

𝑔 ∈ 𝐺 ve ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻 olmak üzere 𝜕: 𝐺 → 𝐻 dönüşümü  
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i) 𝜕(𝑔ℎ) = ℎ𝜕(𝑔)ℎ−1, 

ii) 𝑔′𝜕(𝑔) = 𝑔𝑔′𝑔−1
. 

şartlarını sağlamaktadır. 

Bu dönüşümde •: 𝐺 × 𝐻 → 𝐻; • (𝑔, ℎ) = 𝑔ℎ ile 𝐺 grubunun 𝐻 

grubuna etkisi ifade edilmektedir. 

𝜕: 𝐺 → 𝐻  ve 𝜕′: 𝐺′ → 𝐻′  iki çaprazlanmış modül olsun. Bu 

çaprazlanmış modüller arasındaki morfizm aşağıdaki şekilde ifade 

edilir.  

𝛾 = (𝛼, 𝛽)  olmak üzere iki çaprazlanmış modülün arasındaki 

morfizm  

i) 𝜕′𝛼 = 𝛽𝜕 

ii) 𝛼(𝑔ℎ) = 𝛼(𝑔)𝛽(ℎ) 

şartlarını sağlar.  

  Yukarıda verilen çaprazlanmış modül objesi ve morfizm tanımı 

yardımıyla Xmod kategorisi elde edilir. 

   Literatürde, çeşitli araştırmalarda çaprazlanmış modüller ve 

kategorik özelliklere odaklanan pek çok çalışma bulunmaktadır. 

Ayrıca, çaprazlanmış modüllerin bilgisayar uygulamalarına dair 

örnekler, Alp ve Wensley'in (Alp & Wensley, 2003), Odabaş ve 

Soylu'nun (Odabaş & Soylu, 2019), ve (Yılmaz & ark., 2022b) 

çalışmalarında sunulmuştur. 

Çaprazlanmış modüller kategorisi ile ilgili daha detaylı bir 

bilgiye ulaşmak için internal kategoriler ile olan ilişkilerine Porter'ın 
(Porter, 1980) ve (Porter, 1982) detaylı incelemelerine, Yılmaz ve 

Arslan'ın (2022) araştırmasındaki bulgulara ve ayrıca Arslan ve 

Yılmaz'ın (Yılmaz & Arslan, 2022), (Arslan & Yılmaz, 2022) 

çalışmalarındaki analizlere dikkat edilebilir. Bu çalışmalar, internal 

kategorilerin çeşitli yönlerini ve etkileşimlerini ayrıntılı bir şekilde 

ele almaktadır, dolayısıyla çaprazlanmış modüller ile ilgili geniş bir 

perspektif sunmaktadır. 
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İki - Çaprazlanmış Modül 

Bir 2- çaprazlanmış modül (Ellis, 1984) 

𝐿
𝜕2
→ 𝑀

𝜕1
→ 𝑁 

𝑁  grubunun 𝐿, 𝑀  gruplarına etkisinden oluşan bir grup 

kompleksidir. Bu kompleks ile birlikte  

{−, −}: 𝑀 × 𝑀 ⟶ 𝐿 

olarak bilinen Peiffer dönüşümü aşağıdaki şartları sağlar: 

i. 𝜕2{𝑚1, 𝑚2} = 𝑚2
𝜕1(𝑚1)

(𝑚1𝑚2
−1𝑚1

−1) 
ii.  {𝜕2(𝑙1), 𝜕2(𝑙2)} = [𝑙2, 𝑙1] 
iii. {𝑚1𝑚2, 𝑚3} = {𝑚2, 𝑚3}𝜕1(𝑚1){𝑚1, 𝑚2𝑚3𝑚2

−1} 

iv. {𝑚1, 𝑚2𝑚3} = {𝑚1, 𝑚2}𝑚1𝑚2(𝑚1)−1
{𝑚1, 𝑚3} 

v. {𝑚1, 𝜕2(𝑙1)}{𝜕2(𝑙1), 𝑚1} = 𝑙1
𝜕1(𝑚1)𝑙1

−1 
vi. {𝑚1, 𝑚2}𝑛 = {𝑚1

𝑛, 𝑚2
𝑛} 

(𝐿, 𝑀, 𝑁,𝜕1, 𝜕2, {−, −}) ile bir 2- çaprazlanmış modül ifade edilir.  

(𝐿, 𝑀, 𝑁 ,𝜕1, 𝜕2, {−, −}), (𝐿′, 𝑀′, 𝑁′,𝜕′1, 𝜕′2, {−, −}′) ile tanımlanan 

iki 2- çaprazlanmış modül olsun. Bu 2- çaprazlanmış modüller 

arasındaki morfizm şu şekilde tanımlanır. 

 𝛿 = (𝛼, 𝛽, 𝛾): (𝐿, 𝑀, 𝑁) → (𝐿′, 𝑀′ , 𝑁′)  bir 2- çaprazlanmış modül 

morfizmi olabilmesi için, 
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diyagramı değişmeli ve 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑛 ve 𝑚 ∈ 𝑀 olmak üzere 

𝛽(𝑚𝑛) = 𝛽(𝑚)𝛾(𝑛) 

𝛼(𝑙𝑛) = 𝛼(𝑙)𝛾(𝑛) 

eşitliklerini sağlamalıdır. 

Yukarıda verilen 2- çaprazlanmış modül objesi ve aralarında 

tanımlanan morfizmi yardımıyla 2- çaprazlanmış modül kategorisi 

elde edilir. X2Mod şeklinde ifade edilir.  

Conduche (Conduche,1984), homotopi 3-türlerinin cebirsel bir 

modeli olarak grupların 2-çaprazlanmış modüllerinin kavramını 

tanıttı. 2-çaprazlanmış modüllerin cebirsel adaptasyonu (Grandjean 

ve Vale) tarafından verilmiştir. 2-çaprazlanmış modüllerin tamlık 

özelliğine sahip olduğu ve geri çekme objeye sahip olduğu (Yılmaz, 

2017) çalışmasında eşitleyici, sonlu çarpım özellikleri (Soylu 

Yılmaz, 2022a) çalışmasında, geri çekme obje kullanılarak üzerinde 

bir topoloji kurulabileceği (Ulualan & Yılmaz, 2019) çalışmasında 

gösterilmiştir. 2-çaprazlanmış modüllere ilpotentlik şartalara 

ekleyerek Baues (Baues, 1991) kuadratik modülleri tanımlamıştır. 

Kuadratik  Modül 

Grup homomorfizmlerinin diyagramı 

 

QM1. 𝛿₁: 𝐶₁ → 𝐶₀, bir nil(2)-modülüdür.  
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QM2. 𝛿₂ ve 𝛿₁ dönüşümleri için 𝛿₂ 𝛿₁ = 1 ve her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶₁ için  

𝛿₂𝜔({𝑎}  ⊗  {𝑏})  =  𝑤({𝑎}  ⊗  {𝑏})  = <  𝑎, 𝑏 > 

QM3. 𝐶₂ bir 𝐶₀-gruptur ve 𝐶₀-grubunun 𝐶₂ üzerine etkisi için 𝑐₂ ∈ 

𝐶₂, 𝑐₀ ∈ 𝐶₀ için,  

𝑐₂ ⋅  𝛿₁(𝑐₁)  =  𝜔({𝛿₂(𝑐₂) ⊗ {𝑐₁} + {𝑐₁} ⊗}𝛿₂(𝑐₂)); 

QM4. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶₂ için,  

𝜔({𝑥} ⊗ {𝑦})  =  [𝑦, 𝑥] 

şartları sağlıyorsa, (𝐶 ⊗ 𝐶, 𝐶₂, 𝐶₁, 𝐶₀, 𝜔, 𝑤) yapısı kuadratik modül 

olarak adlandırılır  ve kısaca (𝜔, 𝛿₂, 𝛿₁) ile ifade edilir. 

(𝜔, 𝛿₂, 𝛿₁) ve (𝜔′, 𝛿′₂, 𝛿′₁) kuadratik modüller olmak üzere  

𝜑 =  (𝑓₂, 𝑓₁, 𝑓₀) ∶  (𝜔, 𝛿₂, 𝛿₁)  →  (𝜔′, 𝛿′₂, 𝛿′₁) 

 dönüşümü için  



 

--50-- 

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir ön nil(2) modül morfizmi 

(𝑓₁, 𝑓₀) ve 𝑓₂'nin n-değişik bir homomorfizması varsa, 𝜑 = (𝑓₂, 𝑓₁, 

𝑓₀) dönüşümüne bir kuadratik modül morfizmi adı verilir. 

Bu şekilde tanımlanan, kuadratik modüller kategorisi 

"Kuad" ile ifade edilir. Kuadratik modüllerin diğer kategoriler ile 

olan ilişkileri (Soylu Yılmaz & Yılmaz, 2022) çalışmasında 

verilmiştir.  

Üç - Çaprazlanmış Modül 

Bir 3- çaprazlanmış modül (Arvasi & ark., 2009) 

𝐾
𝜕3
→ 𝐿

𝜕2
→ 𝑀

𝜕1
→ 𝑁 

𝑁 grubunun 𝐾, 𝐿, 𝑀  gruplarına etkisi, 𝑀 grubunun 𝐾, 𝐿 

grubuna ve 𝐿 grubunun 𝐾 grubuna etkisi ile 𝜕1, 𝜕2, 𝜕3 morfizmleri 

𝑁, 𝑀 – grup morfizmleri olmak üzere 

{−, −}(1)(0): 𝐿 × 𝐿 ⟶ 𝐾,

{−, −}(0)(2): 𝐿 × 𝐿 ⟶ 𝐾, {−, −}(2)(1): 𝐿 × 𝐿 ⟶ 𝐾 

{−, −}(1,0)(2): 𝑀 × 𝐿 ⟶ 𝐾, {−, −}(2,0)(1): 𝑀 × 𝐿 ⟶ 𝐾, 
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{−, −}(0)(2,1): 𝐿 × 𝑀 ⟶ 𝐾, {−, −}: 𝑀 × 𝑀 ⟶ 𝐿 

3-boyutlu Peiffer dönüşümleri ile aşağıdaki şartları sağlayan 

bir grup kompleksidir. 

1)  𝐾
𝜕3
→ 𝐿

𝜕2
→ 𝑀, {−, −}(2)(1) Peiffer dönüşümü ile birlikte bir 2-

çaprazlanmış modüldür.  

2) {𝑚, 𝜕3𝑘}(1,0)(2) = {𝑚, 𝜕3𝑘}(2,0)(1) (𝑘) (𝑘−1)
𝜕1𝑚𝑚  

3) {𝜕3𝑘, 𝑚}(0)(2,1) = (𝑘)𝑚 𝑘−1 

4) {𝑚, 𝜕3𝑘}(1,0)(2) =

{𝑚, 𝜕3𝑘}(2,0)(1){𝜕3𝑘, 𝑚}(0)(2,1)𝑘 (𝑘−1)
𝜕1𝑚

 

5) {𝑙′, 𝜕2𝑙}(0)(2,1) = {𝑙, 𝑙′}(2)(1)
−1 {𝑙′, 𝑙}(1)(0) 

6) {𝜕2𝑙, 𝑙′}(2,0)(1) = {𝑙, 𝑙′}(0)(2)
−1 ({𝑙, 𝑙′}(2)(1))

[𝑙′,𝑙]
{𝑙, 𝑙′}(1)(0) 

7) {𝜕2𝑙, 𝑙′}(1,0)(2) = ({𝑙, 𝑙′}(0)(2))−1 

8) 𝜕3({𝑙, 𝑙′}(1)(0)) = [𝑙, 𝑙′]{𝜕2𝑙, 𝜕2𝑙′} 

9) 𝜕3({𝑙, 𝑙′}(0)(2)) = 𝜕3({𝜕2𝑙, 𝑙′}(1,0)(2))−1 

10) 𝜕3{𝑙, 𝑚}(0)(2,1) = (𝑙)𝑙−1𝑚 {𝜕2𝑙, 𝑚} 

11) 𝜕3{𝑚, 𝑙}(2,0)(1) = 𝜕3{𝑚, 𝑙}(1,0)(2) (𝑙) (𝑙−1){𝑚, 𝜕2𝑙}𝑚𝜕1𝑚
 

12) {𝜕3𝑘, 𝑙}(1)(0) = (𝑘)𝑙 𝑘−1 

13) {𝑙, 𝜕3𝑘}(1)(0) = 𝑘( 𝑘𝑙 )−1 

14) {𝜕3𝑘, 𝜕3𝑘′}(1)(0) = [𝑘′, 𝑘] 

15) {𝜕3𝑘, 𝑙′}(0)(2) = 1 

16) {𝜕2𝑙, 𝜕3𝑘}(1,0)(2) = ({𝑙, 𝜕3𝑘}(0)(2))−1 

17) {𝜕2𝑙, 𝜕3𝑘}(2,0)(1) = {𝑙, 𝜕3𝑘}(0)(2)𝑘 (𝑘−1)
𝜕2𝑙

 

18) {𝜕3𝑘, 𝜕2𝑙}(0)(2,1) = (𝑘)𝑘−1𝜕2𝑙
 

19) 𝜕2{𝑚, 𝑚′} = 𝑚𝑚′𝑚−1( (𝑚′))
𝜕1𝑚 −1 

Bir 3- çaprazlanmış modül (𝐾, 𝐿, 𝑀, 𝑁, 𝜕3, 𝜕2, 𝜕1)  ifadesi ile 

gösterilir.   
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Bir 3-çaprazlanmış modül morfizmi aşağıdaki diyagram 

şeklinde gösterilir. 

 

Burada her 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑚 ∈ 𝑀 ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 

𝑓1( 𝑚𝑛 ) = 𝑓1(𝑚)
𝑓0(𝑛)

 

𝑓2( 𝑙𝑛 ) = 𝑓2(𝑙)
𝑓0(𝑛)

 

𝑓3( 𝑘𝑛 ) = 𝑓3(𝑘)
𝑓0(𝑛)

 

değişmelilik özelliğini sağlayan eşitlikleri sağlamak zorundadır. 

 {−, −}(0)(2), {−, −}(2)(1)  ve  {−, −}(1)(0)  örgü dönüşümü 

tanımları için 

{  , } 𝑓2 × 𝑓2 = 𝑓2 { , }   

eşitliği sağlanmalıdır. 

{−, −}(1,0)(2), {−, −}(2,0)(1)  tanımları için 

{  , }𝑓1 × 𝑓2 = 𝑓3 { , }   

şartı sağlanmalıdır. 

{−, −}(0)(2,1)  tanımı  

{  , }𝑓2 × 𝑓1 = 𝑓3 { , }   

ve { , }  tanımlaması için 
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{  , }𝑓1 × 𝑓1 = 𝑓2 { , }   

şartı sağlanmalıdır. 

Yukarıda tanımlanan objesi 3- çaprazlanmış modül, morfizmi 

yukarıdaki eşitlikleri sağlayacak şekilde tanımlanmış 3- 

çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere 3- çaprazlanmış 

modüllerin kategorisi elde edilir. 3- çaprazlanmış modüllerin 

kategorisi X3Mod ile gösterilir. 

Çaprazlanmış modül kompleksleri için tensör çarpımı Brown ve 

Higgins (Brown ve Higgins, 1987), 2-çaprazlanmış modül 

kompleksleri için tensör çarpımı Carrasco ve Porter (Carrasco ve 

Porter, 2016 ), kuadratik modül kompleksler için tensör çarpımı 

Baues (Baues,1991) çalışmalarında verilmiştir. 3-çaprazlanmış 

modül kompleksleri ve genelleştirme için tensör çarpımı literatürde 

bulunmamaktadır. 3-çaprazlanmış modül kompleksleri için tensör 

çarpımı tanımlanması durumunda truncation funktoru ile örgülü 

yapıların elde edilmesi mümkündür. 
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BÖLÜM V 

 

 

İnternal Kategoriler ve Çaprazlanmış Modüller 

 

 

 

 

Koray YILMAZ1 
 

Giriş 

𝐶𝑊 kompleksi, şu şekilde bir dizi topolojik uzayın birleşimi 

alınarak oluşturulur: 

 

şeklindeki bir dizi topolojik uzayın birleşimi alınarak 

oluşturulur: Her 𝑋𝑘   uzayı, önceki uzay 𝑋𝑘−1   uzayından k-

hücrelerin kopyalarını her biri k-boyutlu top  𝐷𝑘 ile homeomorfik 

olan, 𝑋𝑘−1    uzayına sürekli bağlama dönüşümleri aracılığıyla 

ekleyerek elde edilir. Genellikle 𝑋𝑘 , 𝐶𝑊  kompleksinin k-iskeleti 

 
1 Koray Yılmaz, Dr.Öğretim Üyesi, Kütahya Dumlupınar Üniversitesi, Matematik 

Bölümü 
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olarak adlandırılır. 𝐶𝑊 kompleksinin tamamının topolojisi alt uzay 

topoloji kullanılarak tanımlanır:  

Kategori teorisinde, 𝑋 üzerindeki topoloji  

 

diyagramın direkt  limitidir.  "𝐶𝑊" ifadesi, "kapanışı sonlu 

alt uzay topolojisi (Closure-finite Weak topology)" anlamına gelir. 

𝐶𝑊 kompleksi inşası sürecin şu şekilde özetleyebiliriz. 

0-boyutlu bir 𝐶𝑊 kompleksi, yalnızca sıfır veya daha fazla 

ayrık noktanın bir kümesidir (üzerinde ayrık topoloji olacağı 

aşikardır). 

1-boyutlu bir 𝐶𝑊  kompleksi, bir veya daha fazla birim 

aralığının sıfır-boyutlu bir 𝐶𝑊 kompleksi ile ayrık birleşimini alarak 

oluşturulur. Her bir kopya için, sınırlarını (iki uç noktasını) sıfır-

boyutlu kompleksin elemanlarına (noktalar) "yapıştıran" bir 

dönüşüm bulunur. 𝐶𝑊  kompleksinin topolojisi, bu yapıştırma 

haritaları tarafından tanımlanan bölüm uzayının topolojisi ile 

tanımlanır. 

Genel olarak, bir n-boyutlu 𝐶𝑊  kompleksi, k < n için k-

boyutlu bir 𝐶𝑊 kompleksi ile bir veya daha fazla n-boyutlu topun 

ayrık birleşimini alarak oluşturulur. Her bir kopya için, sınırlarını (n-

1)-boyutlu küre) k-boyutlu kompleksin elemanlarına "yapıştıran" bir 

dönüşüm bulunur. 𝐶𝑊  kompleksinin topolojisi, bu yapıştırma 

haritaları tarafından tanımlanan bölüm topolojisinin topolojisi ile 

tanımlanır. 

Sonsuz-boyutlu bir 𝐶𝑊  kompleksi, yukarıdaki süreci 

sayılabilir sayıda tekrarlayarak oluşturulabilir.  

Bağlantılı  𝐶𝑊 -kompleks 𝑋'in homotopi grupları 2 ve üstü 

boyutlarda aşikar olanlar arasındaki homotopi kategorisi ile gruplar 

kategorisi arasındaki eşdeğerlik literatürde iyi bilinmektedir.  Loday 

(Loday,1982) 𝑖 >  𝑛 +  1 için (n sabit doğal sayı olmak üzere) 

benzer bir eşdeğerlik ifadesini göstermiştir. Whitehead 
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(Whitehead,1949), 𝑛 =  1  için çaprazlanmış modül kavramını 

tanımlamıştır. Loday ise çaprazlanmış modül kavramını herhangi bir 

n için genelleme yaparak bir n-cat-grup" üretmek üzere yeniden 

formüle etmiştir. 

Cat-1 grup kavramı, çaprazlanmış modül aksiyomlarını ifade 

etmenin başka bir yoludur. Ancak cat-1 grupları için kullanılan 

karakterizasyon tipi ve cat-n grupları için elde edilen 

karakterizasyon tipi, daha kategorik olarak tanımlanan çeşitlerinden 

doğrudan grup teorik terimlerle ifade edilir. Örneğin, bir simplisel 

grup yapısından bir cat-1 grup yapısı elde etmek veya bir n-cat 

simplisel grup yapısından bir cat-n grup yapısı elde etmek genellikle 

kolaydır. İnternal kategori kavramı, geri çekme objeye sahip başka 

bir kategori içinde formüle edilebilir. Cebirsel yapılar, uygun 

nesneleri ve morfizmleri belirleyerek bir kategoride tanımlanabilir, 

böylelikle  𝑪 kategorisi içinde kategoriler oluşturabilir. 

Tanım: 𝑨 , geri çekme objesi olan bir kategori olsun. A 

içindeki bir kategori, A kategorisinin internal kategorisi,  

aşağıdakilerden oluşur: 

Obje kümesi 𝐶₀ ∈  𝑨; 

Morfizma kümesi 𝐶₁ ∈  𝑨; 

Kaynak ve hedef morfizleri 𝑠, 𝑡: 𝐶₁ →  𝐶₀; 

Birim morfizm 𝑒: 𝐶₀ →  𝐶₁; 

Kompozisyon 𝑐: 𝐶₁  ×𝐶₀  𝐶₁ →  𝐶₁; 

öyleki bu verilenler için kategori şartlarını şağlayacak 

şekilde aşağıdaki diyagramlar değişmeli olur. 

Birim morfizmin hedef ve kaynak morfizmini belirleyen 

kurallar 
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Morfizmlerin kompozisyonu için asosyatiflik kuralı 

 

Morfizmlerin kompozisyonu için sağ ve sol birim kuralı

 

Geri çekme obje oluşan diğer izomorfizmler 
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şeklindedir.  𝑪  bir kategori 𝑺𝒆𝒕  kümeler kategorisi 𝑮𝒓𝒑 

grupların kategorisi olmak üzere internal kategoriler için  

𝑺𝒆𝒕 içindeki bir kategori, bir küçük kategori  

𝑪 kategorisinde bir eşkategori, 𝑪𝑜𝑝 içindeki bir kategori  

Bir double kategori, Cat içindeki bir kategoridir. 

Bir double bikategori, Bicat içindeki bir kategori 

Bir çaprazlanmış modül, 𝑮𝒓𝒑  içindeki bir kategoriye 

eşdeğer 

örneklerini verebiliriz. İnternal kategorilerle ilgili ayrıntılı 

bilgi için (Porter,1982), (Porter,1982),  (Yılmaz ve Arslan, 2022), 

(Arslan ve Yılmaz,2022) çalışmalarına bakılabilir. 

Tanım:  𝛿: 𝐺₂ → 𝐺₁  ve 𝛿′: 𝐻₂ → 𝐻₁  birer çaprazlanmış 

modüle olmak üzere,  

𝑓1: 𝐺₁ → 𝐻₁ 

𝑓2: 𝐺₂ → 𝐻₂ 

grup homomorfizmleri olsun. Eğer her  𝑟 ∈ 𝑅 ve her 𝑐, 𝑐′ ∈
𝐶 için  
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𝑓2( 𝑔₂
𝑔1 )  =  𝑓2(𝑔₂)

𝑓1(𝑔₁
 

şartı sağlanıyor ve 

 

diyagramı değişmeli oluyorsa  

(𝑓2, 𝑓1): (𝐺₂, 𝐺₁, 𝛿) → (𝐻₂, 𝐻₁, 𝛿′) 

morfizmine çaprazlanmış modül morfizmi denir. Böylece 

𝑿𝑴𝑶𝑫 ile göstereceğimiz çaprazlanmış modüller kategorisini elde 

ederiz.  

Çaprazlanmış modüller ve kategoriksel özellikerli üzerine 

literatürde çok sayıda çalışma mevcuttur. Ayrıca çaprazlanmış 

modüllerin bilgisayar uygulamaları (Alp ve Wensley, 2003), 

(Odabaş ve Soylu, 2019), (Yılmaz vd, 2022b) çalışmalarında 

verilmiştir. 

Tanım:  Bir 2- çaprazlanmış modül  

𝐿
𝜕2
→ 𝑀

𝜕1
→ 𝑁 

𝑁  grubunun 𝐿, 𝑀  gruplarına etkisinden oluşan bir grup 

kompleksidir. Bu kompleks ile birlikte  

{−, −}: 𝑀 × 𝑀 ⟶ 𝐿 
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olarak bilinen Peiffer dönüşümü aşağıdaki şartları sağlar: 

𝜕2{𝑚1, 𝑚2} = 𝑚2
𝜕1(𝑚1)

(𝑚1𝑚2
−1𝑚1

−1) 

 {𝜕2(𝑙1), 𝜕2(𝑙2)} = [𝑙2, 𝑙1] 

{𝑚1𝑚2, 𝑚3} = {𝑚2, 𝑚3}𝜕1(𝑚1){𝑚1, 𝑚2𝑚3𝑚2
−1} 

{𝑚1, 𝑚2𝑚3} = {𝑚1, 𝑚2}𝑚1𝑚2(𝑚1)−1
{𝑚1, 𝑚3} 

{𝑚1, 𝜕2(𝑙1)}{𝜕2(𝑙1), 𝑚1} = 𝑙1
𝜕1(𝑚1)𝑙1

−1 

{𝑚1, 𝑚2}𝑛 = {𝑚1
𝑛, 𝑚2

𝑛} 

(𝐿, 𝑀, 𝑁,𝜕1, 𝜕2, {−, −}) ile bir 2- çaprazlanmış modül ifade 

edilir.  

(𝐿, 𝑀, 𝑁 , 𝜕1, 𝜕2, {−, −}) , (𝐿′, 𝑀′, 𝑁′ , 𝜕′1, 𝜕′2, {−, −}′)  ile 

tanımlanan iki 2- çaprazlanmış modül olsun. Bu 2- çaprazlanmış 

modüller arasındaki morfizm şu şekilde tanımlanır. 

 𝛿 = (𝛼, 𝛽, 𝛾): (𝐿, 𝑀, 𝑁) → (𝐿′, 𝑀′ , 𝑁′)  bir 2- çaprazlanmış 

modül morfizmi olabilmesi için, 

 

diyagramı değişmeli ve 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑛  ve 𝑚 ∈ 𝑀  olmak 

üzere 

𝛽(𝑚𝑛) = 𝛽(𝑚)𝛾(𝑛) 

𝛼(𝑙𝑛) = 𝛼(𝑙)𝛾(𝑛) 

eşitliklerini sağlamalıdır. 



 

--63-- 

 

Yukarıda verilen 2- çaprazlanmış modül objesi ve aralarında 

tanımlanan morfizmi yardımıyla 2- çaprazlanmış modül kategorisi 

elde edilir. X2Mod şeklinde ifade edilir.  

 2- çaprazlanmış modüller ve kategoriksel özellikleri 

için detaylı olarak  (Carrasco ve Porter,2016), (Conduuche,1984), 

(Yılmaz,2022a), (Yılmaz,2022b)  çalışmalarına bakılabilir. 

Çaprazlanmış modüllerin bir üst boyutunda sağlanan bir 

kategoriksel özellik internal kategorisi içinde sağlanacağı ve bu 

kategoriksel özelliğin funktorlar altında korunduğu gösterilebilir. 
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